MATEMATICA FINANCEIRA:
NOTAS DE AULA

Alexandre B. Cunha

12 Sistemas de Amortizacao

12.1 Introducao

Dado um empréstimo de valor C', & taxa de juros i, de que forma ele pode ser quitado
em n periodos?

Figura 12.1

H& uma infinidade de respostas. De fato, dados C e i, basta que o vetor de pagamento
(X1, Xa, ..., X,) satisfaca a igualdade

C = ; (1)+(t¢)t' (12.1)

Estudaremos trés solugoes/sistemas:

1. Sistema de Amortizagdo Americano (SAA);
2. Sistema de Amortizacao Frances (SAF);

3. Sistema de Amortizacado Constantes (SAC).

e Ordem definida por um critério didatico.

Toda prestagao é composta por duas parcelas: juros (J) e amortizagdo (A). Desta

forma,
Xy =Ji+ Ay (12.2)

Vale ressaltar que
n

Z A, = C. (12.3)

t=1
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Denote por D, o saldo devedor no fim da data ¢ (apdés o pagamento da prestagao
X;). Observe que Dy =C, D, =0e

t
D,=C=Y 4. (12.4)
k=1

Dados C' e i, os sistemas diferem pelas regras utilizadas para determinar X;, J; e A;.
Todos os trés sistemas satisfazem as seguintes condigoes: (12.1), (12.2), (12.3), (12.4),
D() = C, Dn =0e

J, =iD;_,. (12.5)

O exemplo abaixo serd utilizado para ilustrar o funcionamento de cada um dos trés
sistemas de amortizagao. Para facilitar a exposicao, adotou-se um prazo excepcional-
mente curto.

Exemplo 12.1 Fulano contraiu um empréstimo de R$ 100.000,00 a taxa de juros de

1% a.m. O empréstimo seré quitado em quatro prestacoes mensais, sendo a primeira
delas daqui a um més.

12.2 O Sistema de Amortizagao Americano (SAA)

e Caracterfstica central: a amortizacao ocorre em uma tnica parcela na data n.
Figura 12.2
o J,=iC; Ay =Ay=...=A4,1=0;A4,=C.
e Interpretacao: béonus de cupom transacionado ao par.
o A TIR é igual a 1.

Tabela 12.1

12.3 O Sistema de Amortizagao Francés (SAF)
e No Brasil, O SAF também é chamado de Tabela (ou Sistema) Price.

e Caracterfstica central: prestagoes constantes.
o Sim, isso foi estudado no tépico anterior.

Figura 12.3
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1—(1+4)™
i

-1
X = |: :| C, Jt:'l'thl; At:X—Jt

e Mais uma vez, a TIR ¢ igual a .

Tabela 12.2

12.4 O Sistema de Amortizacoes Constantes (SAC)
e Caracterfstica central: amortizacoes constantes.
e Bastante comum em financiamento imobilidrios no Brasil.
e O valor da prestacao decresce ao longo do tempo.

o Lembre que X; = J; + A; e J; = iDy_1. O termo A; é constante e J; é
decrescente.

A = Jy = 1Dy _q; P, =J + A

Y

51Q

Figura 12.4
e Mais uma vez, a TIR é igual a .

o Utilize a Figura 12.4 para concluir que a iltima afirmativa é verdadeira.

e Vale ressaltar que
(1+1) {C’—(n—l)g} =1 {C’—(n—l)g} +€,

n n n
pois o termo entre colchetes é igual a C'/n.

Tabela 12.3

12.5 Consideracoes Adicionais
12.5.1 Equivaléncia Financeira

A taxa de juros 7, os sistemas sdo financeiramente equivalentes. Porém, isso dificilmente
ocorrerd para outras taxas. A titulo de ilustragao, considere o valor atual dos fluxos
de caixa subjacentes ao SAA, SAF e SAC, para o Exemplo 12.1, utilizando as taxas de
desconto de 0,5% a.m. e 1,5% a.m.

Tabela 12.4
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12.5.2 Aspectos Tributarios e Contabeis

As implicagoes da adogao de um dos sistemas também depende de fatores que fogem
ao escopo desta disciplina. Nesse sentido, aspectos tributarios e contdbeis podem ser
relevantes. A titulo de ilustracao, considere o total de juros pagos (ou seja, o valor de
> iy J¢) no financiamento do Exemplo 12.1: R$ 4.000,00 no SAA, R$ 2.512,44 no SAF
e R$ 2.500,00 no SAC.

12.5.3 Sistema(s) Misto(s)

Possivelmente, a abordagem mais simples consiste em tratar como se existissem multiplos
empréstimos.

12.5.4 O SAA com Fundo de Amortizagao

e Fundo de amortizacao: aportes periédicos realizados pelo devedor para fazer frente
a amortizacao devida na data n.

o Pode ser uma exigéncia contratual ou uma iniciativa do devedor.

Considere o Exemplo 12.1. Suponha que o devedor faca depdsitos mensais de valor
X', os quais serao remunerados a taxa i (i.e., & taxa de juros do financiamento). Desta
forma,

100.000 1-—1,01"*
1,014 0,01

Agora, observe que 1.000+24.628,11 = 25.628,11, que é exatamente o valor da prestacao
especificada pelo SAF. Essa conclusao ilustra um resultado geral: a combinagao de (a)
um financiamento, & taxa de juros i, pelo SAA com (b) um fundo de amortizagao,
remunerado a taxa de juros ¢, com aportes constantes e com a mesma periodicidade das
prestagoes do financiamento resulta em uma operacao equivalente a um empréstimo, &
taxa de juros i, regido pelo SAF.

X' = X' =24.62811.

e Generalizacdo: a combinagdo de (a) um financiamento, a taxa de juros i, pelo
SAA com (b) um fundo de amortizagao, remunerado a taxa de juros i’ (distinta
de i), com aportes constantes e com a mesma periodicidade das prestagoes do
financiamento resulta em uma operacao equivalente a um empréstimo regido pelo
SAF (com uma taxa de juros a ser computada).
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12.6 Indexacao

Se o financiamento for indexado, entao se especifica uma taxa de juros 7' “acima” da
variacao do indexador. Considere mais uma vez o Exemplo 12.1. Assuma que hd inde-
xacao e que i = 1%, 0, = 3%, 0y = 4%, 03 = 1% e 0, = 2%. A nossa tarefa consiste
em construir quadros de amortizacao similares as Tabelas 12.1, 12.2 e 12.3. Adotaremos
duas abordagens. A primeira delas é mais trabalhosa, porém de facil compreensao.
A segunda é bem menos trabalhosa. Contudo, a légica a ela subjacente é bem mais
complexa.

A primeira abordagem consiste em implementar as seguintes duas acoes:
1. No comecgo de cada periodo, corrija o saldo devedor pela variacao do indexador no
periodo anterior.
2. Em seguida, recalcule a prestacao utilizando as regras do sistema de amortizagao
adotado.
Seguem-se os quadros de amortizagao

Tabelas 12.5, 12.6 e 12.7

e Sim, ha uma coluna redundante na Tabela 12.5. Porém, hd um bom motivo para
isso.

e Discutir como construir as tabelas.

e Observagao sobre terminologia: plano vs quadro.

o Essencialmente, o uso da palavra plano nao é boa escolha para o caso em que
h& indexacao.

O préximo passo consiste em motivar a segunda abordagem. Considere o SAA e a
data 3. Observe que

1.000 x 1,03 x 1,04 x 1,01 = 1.081,91,

0x1,03x 1,04 x1,00 =0

100.000 x 1,03 x 1,04 x 1,01 = 108.191,20.

Agora, compare os resultados dessas operagoes com valores de X3, J3, A3 e D3 na Tabela
12.5.
Resultado similar pode ser obtido para o SAF. A titulo de ilustracao, considere a
data 2. Note que
25.628,11 x 1,03 x 1,04 = 27.452,83,
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753,72 x 1,03 x 1,04 = 807,38,
24.874,39 x 1,03 x 1,04 = 26.645,45

50.497,50 x 1,03 x 1,04 = 54.092,92.

Compare esses resultados com os valores de X5, Jo, Ay e Dy na Tabela 12.6.
Considere agora o SAC na data 1. Observe que

26.000 x 1,03 = 26.780,

1.000 x 1,03 = 1.030,
25.000 x 1,03 = 25.750,

75.000 x 1,03 = 77.250,

valores idénticos a X1, Ji, A; e D na Tabela 12.7.

As conclusoes acima nao sao uma mera coincidéncia. De fato, no caso do SAA, é
possivel utilizar a Tabela 12.1 para construir a Tabela 12.5. Para tanto, basta corrigir
cada uma das linhas da Tabela 12.1 pela variagao acumulada do indexador. O mesmo
procedimento é vélido para o SAF e o SAC.

Resta fornecer uma fundamentagao tedrica para essa abordagem. A fundamentagao
em questao tem duas partes. A primeira é muito simples: a multiplicacdo do saldo
devedor e das prestacoes por uma mesma constante preserva a equivaléncia financeira
previamente existente.

No tocante a segunda parte, por um momento desconsidere a indexacao. Suponha que
imediatamente apés o pagamento da primeira prestacao, o devedor e o credor decidam
renegociar a divida (sem alterar a taxa de juros i e data terminal n). Serd que dado o
saldo devedor Dj, é possivel manter as prestacoes remanescentes inalteradas (ou seja,
iguais as prestagoes originalmente estabelecidas)? Observe que

Dy = (1414)Dy — X;.

Adicionalmente,

Dy=C=)_ —.
— (1+1)
Assim sendo,

n n

Xt Xy X
=00 N = g M= X Y e
— — (I+4)t — (14 4)t
- X,
— Dl - (1+;)t—1
t=2
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A dltima igualdade implica que sim, é possivel manter as prestagoes inalteradas. A
mesma conclusao vale para as datas 2, 3,...,n — 1. Concluimos entao que a repactuacao
da divida mantendo inalterada a taxa de juros e a data terminal permite que se preserve o
sistema de amortizacao, pois nao ha necessidade de modificar as prestagoes subsequentes.
Dito isto, é possivel combinar as duas partes para interpretar a introducao da index-
acao em um financiamento como a combinacao, a cada perfodo, de dois procedimentos:
(a) da multiplicagao do saldo devedor e das prestagoes por uma mesma constante;
(b) uma repactuagao da divida, mantendo constantes a taxa de juros e a data terminal,
que nao altere o sistema de amortizacao.



Tabela 12.1
SAA - Plano de Amortizagdo

t X; J; Ay Dy
0 - - - 100.000,00
1 1.000,00 1.000,00 0,00  100.000,00
2 1.000,00 1.000,00 0,00  100.000,00
3 1.000,00 1.000,00 0,00  100.000,00
4 101.000,00 1.000,00 100.000,00 0,00
Rascunho - computo da TIR no SAA

t fluxo de caixa TIR

0 -100.000,00 1,0000%

1 1.000,00

2 1.000,00

3 1.000,00

4 101.000,00

Tabela 12.2
SAF — Plano de Amortizagdo

! X Jr Ay Dy
0 - - - 100.000,00
1 25.628,11 1.000,00 24.628.11 75.371,89
2 25.628,11 753,72 24.874.39 50.497,50
3 25.628,11 504,98 25.123,13 25.374,37
4 25.628,11 253,74 25.374,37 0,00

Rascunho - computo da TIR no SAF
fluxo de caixa

t

0
1
2
3
4

-100.000,00

25.628,11
25.628,11
25.628,11
25.628,11

TIR

1,0000%



Tabela 12.3
SAC — Plano de Amortizagdo

t X J; Ay Dy

0 - - - 100.000,00
1 26.000,00 1.000,00 25.000,00 75.000,00
2 25.750,00 750,00 25.000,00 50.000,00
3 25.500,00 500,00 25.000,00 25.000,00
4 25.250,00 250,00 25.000,00 0,00

Rascunho - computo da TIR no SAC

t fluxo de caixa TIR
0 -100.000,00 1,0000%
1 26.000,00
2 25.750,00
3 25.500,00
4 25.250,00
Tabela 12.4

Valores Atuais

I SAA SAF SAC
0,5% 1.975,25 1.243,74 1.237,61
1,5% —1.927,19 —1.219,41 —1.213,46




Tabela 12.5

SAA — Quadro de Amortizagao com Indexagédo

r 0 X Jr A (1+06)D:4 D,
0 - - - - - 100.000,00
1 3 1.030,00 1.030,00 0,00 103.000,00 103.000,00
2 4 1.071,20 1.071,20 0,00 107.120,00 107.120,00
3 1 1.081,91 1.081,91 0,00 108.191,20 108.191,20
4 2 111.45857 1.103,55 110.355,02 110.355,02 0,00
Rascunho - computo da TIR real no SAA com indexacio

t fluxo de caixa TIR

0 -110.355,02  1,0000%

1 1.103,55

2 1.103,55

3 1.103,55

4 111.458,57

TIR nominal: 3,5264%
Tabela 12.6
SAF — Quadro de Amortizagdo com Indexacio

!t 0 X Jr A (1+0)D: D,
0 - - - - - 100.000,00
1 3 26.396,95 1.030,00 25.366,95  103.000,00 77.633,05
2 4 27.452,83 807,38 26.645,45 80.738,37 54.092,92
3 1 27.727,36 546,34 27.181,02 54.633,85 27.452,83
4 2 28.281,91 280,02 28.001,89 28.001,89 0,00

Rascunho - computo da TIR real no SAF com indexac¢io

t fluxo de caixa
0 -110.355,02
1 28.281,90
2 28.281,91

3 28.281,91

4 28.281,91

TIR nominal

. 3.8271%

TIR
1,0000%



Tabela 12.7

SAC — Quadro de Amortiza¢do com Indexagdo

(6 X, Jr A (1+6)D, D,

0o - ] ] ] ] 100.000,00
1 3 26780,00  1.030,00  25.750,00 103.000,00  77.250,00
2 4 2758340 803,40  26.780,00  80.340,00  53.560,00
3 1 2758876 540,06  27.047,80  54.09560  27.047,80
4 2 27.864,65 27589  27.588,76  27.588.76 0,00

Rascunho - computo da TIR real no SAC com indexacio

t fluxo de caixa
0 -110.355,02
1 28.692 31

2 28.416,42

3 28.140,54
4 27.864,65

TIR nominal:

3,8301%

TIR
1,0000%
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Figura 12.4
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