MATEMATICA FINANCEIRA:
NOTAS DE AULA

Alexandre B. Cunha

8 Inflacao e Taxas de Juros Nominal e Real

8.1 Introducao

Suponha que um fazendeiro deseje comprar algumas cabegas de gado e dispoe de R$
1 milhao. Porém, ele opta por postergar a compra por um ano, preferindo aplicar o
dinheiro e resgatando R$ 1,2 milhdo. Por sua vez, o prego da cabeca de gado passou de
R$ 10 mil para R$ 12,5 mil.

Figura 8.1

Observe que R = 20%. Logo, a taxa de juros nominal foi igual a 20%. Por sua vez,
o prego da cabeca de gado cresceu 25%. Assim sendo, esse tltimo valor corresponde &
taxa de inflacao relevante.

e De Faro (2006) e Samanez (2010): R ¢ a taxa de juros aparente.

Qual foi a taxa de juros real? Atencao: nao & correto afirmar que ela foi igual a
-5%. A taxa de juros real r é a TIR do fluxo de caixa ilustrado abaixo.

Figura 8.2
e Interpretacao das fragoes.

Como 1.000.000 = 10.000 = 100 e 1.200.000 = 12.500 = 96, a TIR real precisa satisfazer
a igualdade
96 = 100(1 + 7).

Assim sendo, r = —4%.
Denote a taxa de inflacao por m. Observe que 1+ R =1,2, 1+r =0,96e 14+7 = 1, 25.
Como 1,2 = 0,96 x 1,25, podemos concluir que, no presente contexto,

1+ R=(1+r)(1+m). (8.1)

Voltaremos a discutir essa igualdade, assim como outras relacionadas, na Subsegao 8.5.
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8.2 Revisao Rapida: Indice de Precos e Inflagao

Notacao: P, indice de precos na data t, m; taxa de inflacao na data t.

o _BP
P
]_ + Ty = Pt
P

Sejam t e s duas datas tais que s < t. Denote a inflacao da data s até a data t por

Tst. LOEO,
Py

1+mey = R (8.2)
Contudo,
P,_ P P Py  Poyr T
— = X X e X X = 1+ 7).
P, Pi P Py P, kl}f )
Assim sendo,
P t
FZ =147 = H (1+ 7).
k=s+1
Dada uma sucessao de n taxas de inflagao w1, mo,..., T,_1, Ts, & taxa de inflagao

média 7 & tal que
n

(L+7)" =@ +m). (8.3)

k=1
Observe que 7 ¢ justamente a taxa constante de inflagao que leva & mesma taxa acumu-
lada de inflagao entre as datas 0 e n. Vale ressaltar que

T = [H(l + )

k=1

1/n
— 1.

Sejam C; e C valores monetdrios nas datas correspondentes. Eles terao o mesmo
poder de compra nos respectivos periodos se

C’t - Cs
P, P’
Contudo, a iltima igualdade é equivalente
a_n
CS B PS ‘
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Combine a ultima igualdade com a expressao (8.2) para concluir que

Cy G C "

=5 = S =1+7r.

Pt Ps Cs
Assim sendo, C; e C, terao o mesmo poder de compra se e somente se o capital crescer
a mesma taxa que o indice de precos durante o perfodo em andlise.

e Sejam X > 0 e Z > 0 duas varidveis genéricas. A razado X;/Z; crescerd/decresce-
ra/permanecerd constante se e somente se a taxa de crescimento de X for maior
que/menor que/igual a taxa de crescimento de Z.

8.3 Fluxos de Caixa a Pregos Constantes

Seja a = (ag, a1, -+ ,a,) um fluxo de caixa a pregos correntes. O correspondente fluxo
de caixa a precos da data t ¢ dado por

Qo ai Qp,
2P, 2P, 2P ).
(PO ty P1 ty ’Pn t)

Exemplo 8.1 Considere o fluxo de caixa a = (—100,10,110). O comportamento do

indice de pregos é tal que (Fy, Pi, P») = (200,202,210). O fluxo de caixa b a pregos da
data 0 é dado por

Qo aq (05} —100 10 110
b= (%p “p 2p) _ (T2 900, — x 200, —— x 200
(PO 0 p 0P °> (200 T R T )

1 11
- b:<—100 Y 0).

’1,01° 1,05

Exemplo 8.2 Considere o exemplo anterior. Suponha que nao foram informados os
valores de Fy, P, e P,. Contudo, estao disponiveis os valores de m; e m,. Monte o fluxo
de caixa b a precgos da data zero, o fluxo de caixa b’ a precos da data 1 e o fluxo de caixa
b" a precos da data 2.

Inicialmente, observe que

B 1+ - o !
_— = T _— =

PO ! Pl 1+’/T1,
P2 P1 1
P1 R P2 1+7T2
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PQ 1
=(1+m)(1+m) = E: RSk

P PP
P PR

Assim sendo,

P R a1 a2 )
b=1|ap,a1—,a0— ) = b= | ao, ) )
< 0 1P1 2P2) ( 0 ]_—|—7T1 (1+7T1)(1+7T2)

P P,
Y = (ao—l,al,azé) — V' = (ao(l +71), ag, 1127@)

P P
w:(%§¢wﬁﬂa = ' = (ao1+ m)(1+ 72), an(1 4 72), 02)
0

8.4 TIRs de Fluxos de Caixa a Precos Constantes

Considere agora a seguinte pergunta: serd que a andlise do problema da TIR de um
fluxo de caixa a precos constantes é afetada pela data tomada como referéncia para os
precos? Por exemplo, no contexto do Exemplo 8.2, se r é uma TIR para b, entao r
também é uma TIR para b e b7

Seja a um fluxo de caixa a pregos correntes. Denote por v,(i) a funcdo valor atual
do fluxo de caixa a a pregos da data t e por v(i) a fungdo valor atual do fluxo de caixa

Qo Qi an
— =, = . 8.4
<Po’ o Pn> (&4
Mostraremos que a igualdade

é véalida. Primeiramente, observe que

(8.6)

uli) =3 WL — i) = Ry 4

= (L+0)F (14 i)k

Combine a tltima igualdade com a expressao (8.6). Esse procedimento estabelece que a
igualdade (8.5) se verifica.
Lembre que P, > 0. Dito isto, agora utilize a expressao (8.5) para concluir que

(i) =0 <= w(i) = 0.
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Logo, uma taxa de juros serd uma TIR do fluxo de caixa a pregos da data t se e somente
se ela também for uma TIR do fluxo de caixa em (8.4). Ademais,

w(i) >0 == v(i) >0

(i) <0 <= v(1) < 0.

Desta forma, é suficiente considerar a fungao v(i) ao se estudar o problema da TIR de
um fluxo de caixa a pregos constantes.

e Evidentemente, também é suficiente trabalhar com a fungao v(7).

Concluindo, podemos afirmar, sem qualquer ambiguidade, que r é uma taza interna
de retorno real para o fluxo de caixa nominal a = (ag, ay, -+ ,a,) se v(r) = 0.

8.5 A Relacgao entre TIR Nominal, TIR Real e Taxa de Inflagao
8.5.1 O Caso Mais Simples: um Desembolso e um Recebimento
Considere os fluxos de caixa nominal e real ilustrados abaixo.

Figura 8.3

Observe que

On CO
—n _ 20 n
2 Po( +7)
Consequentemente,
— M1 n n_"" n 1 n_ "m0 n
C, COPO( +r)" = Co Po( +7r)" = (1+ R) PO( +7)
P 1/n
:>1—|—R:(1—|—7")(—") . (8.7)
Ry
Ademais,

n Pn
H(l + ) = B

k=1
Logo, ¢é possivel combinar a expressao (8.3) com a igualdade em (8.7) para concluir que

1+ R=(1+7r)(1+7).

Observe que a expressao (8.1) é um caso particular (ou seja, o caso em que n = 1) da
iltima igualdade.
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8.5.2 Taxa de Inflagao Constante no Tempo

Seja a = (ag,ai,- - ,a,) um fluxo de caixa em valores correntes. Se r é uma TIR real,
entao
" ag/P "~ ap(Py/P
e
k=0 k=0

Suponha que a taxa de inflagao seja constante e igual a 7 durante o perfodo em anélise.
Logo,
B

Pk_ 1—|—7T '

Combine as duas ultimas igualdades para concluir que

n

2 mTaTaF =

k=0

Contudo, esta ultima expressao implica que (1+7)(1 4 7) — 1 é uma TIR nominal de a.
Logo, R, r e m satisfazem a expressao (8.1).

e Implicagoes para existéncia e unicidade /multiplicidade: o nimero de TIR nominais
¢ igual ao nimero de TIR reais.

8.5.3 Taxa de Inflagao Varidvel no Tempo

Suponha agora que a inflagdo varia ao longo do tempo. Nao é possivel substituir 7
por T na expressao (8.1). De fato, seja a = (ag, a1, a2) um fluxo de caixa em valores
correntes, onde a; # 0. Suponha que R é uma TIR nominal de a. Assim sendo,

ay a2
=0
“WTTTR T U+ RE
= ag(1+ R)*+a;(1+R) +ay=0. (8.8)

Por sua vez, uma TIR real r deve satisfazer a expressao

a1(1+7rg) Qo
1 1 =
ag(1+71)(1+m2) + Ty +(1+r)2 0

Tendo em vista que (14 71)(1+ 7o) = (1 4+ 7)?, tem-se

ai(1+ ) L@
1+7r (1+7r)?
— ao[(1+7)(1+7)]*+ ar(1+m)(1+7) +ay = 0.

ap(1+7)° + =0
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Agora, assuma que 1 + R é igual ao produto (1 + r)(1 + 7). Logo,
ap(1+ R)? + ay(1+7)(1 4+ m3) +ap = 0.
Combine esta tltima expressao com a igualdade em (8.8) para concluir que
a1+ R)— (1 +7)(1+m)] =0.

Como a; # 0, o termo entre colchetes precisa ser igual a zero. Porém, isso implica que
w9 € igual a 7, o que ultimamente leva & conclusao de que 7, e 75 sao iguais. Tendo em
vista que assumimos que w1 # 7, a hipdtese introduzida no comego deste pardgrafo é
falsa.

Referéncias

De Faro, Clovis (2006). Fundamentos da Matemdatica Financeira: Uma Introdugio ao
Cdlculo Financeiro e a Andlise de Investimentos de Risco. Saraiva.

Samanez, Carlos Patricio (2010). Matemdtica Financeira: Aplicagées o Andlise de
Investimentos. 5* edicao. Pearson Prentice Hall.



Figura 8.1

1.200.000
0
l 1
1.000.000
Figura 8.2
1.200.000
12.500

: |
l 1

0O e——o

1.000.000
10.000
Figura 8.3
nominal real
G
s B
n



