MATEMATICA FINANCEIRA:
NOTAS DE AULA

Alexandre B. Cunha

6 A Taxa Interna de Retorno

6.1 Introducao

Discutiremos neste tépico o importante conceito de taxa interna de retorno. Inicial-
mente, analisaremos trés exemplos simples.

Exemplo 6.1 Fulano deseja comprar uma geladeira nova. H& duas opgoes de paga-
mento: R$ 5.000,00 & vista ou dois pagamentos mensais sucessivos de R$ 2.600,00,
sendo o primeiro deles daqui a um més. Obtenha a taxa de juros do credidrio.

Figura 6.1

Denote por ¢ a taxa de juros do credidrio. Ela deve satisfazer a igualdade

2.600 2.600
5.000 = . 6.1
+i Tatie (6.1)

e Interprete a igualdade acima.

Defina a varidvel auxiliar x de forma que

(6.2)
Para referéncia futura, observe que

1>—-1 <= 1+i1>0 <= %_H.>0 — x> 0.
Logo, estamos em busca de solucoes positivas da equacao 5.000 = 2.600x + 2.60022, a

qual é equivalente a
132% + 132 — 25 = 0.
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Rascunho
—13 4+ \/132 — 4 x 13 x (—25) —13 £ /169 + 1300  —13 4 /1469

xr = =

2x13 2x13 2x13

Raizes: x1 = 0,974136 e x5 < 0.
Dessa forma,

1
—— =0,974136 — i = 2,6551% a.m.
1414

Exemplo 6.2 Fulano contraiu hoje um empréstimo de R$ 4.500,00. A divida serd
quitada através de quatro pagamentos mensais sucessivos de R$ 1.050,00, sendo o
primeiro deles daqui a um més. Obtenha a taxa de juros do financiamento.

Figura 6.2

Seja i a taxa de juros do financiamento. Dessa forma,

4

1.050
4.000 = kz; T (6.3)

Seja x a varidvel auxiliar definida em (6.2). Logo, procuramos solugoes positivas da
equagao

4
4.000 = Z 1.0502*.

k=1

A 1ltima igualdade é equivalente a

x4—|—x3+x2+x—%:0, (6.4)

a qual somente pode ser resolvida numericamente. O mesmo vale para a equagao (6.3)

Lembre que o nosso problema consiste em (a) identificar uma taxa de juros i que

satisfaga a equagao (6.3) ou (b) identificar um valor de = que satisfaga a equagao (6.4).

Considere a abordagem (a). E possivel utilizar a funcio TIR do Excel ou uma calculadora

financeira para concluir que i = 1,9806%. A abordagem (b) serd discutida com mais
detalhes ao longo deste documento.

e Usualmente, problemas do tipo que discutimos acima (i.e., computo da taxa de
juros) nao possuem solucao analitica para n > 2.
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Exemplo 6.3 Em dado momento, Fulano comprou um lote de acoes por R$ 432.074,35.
Cinco meses depois ele recebeu um pagamento de dividendos no valor de R$ 11.242,89.
Apds mais seis meses, recebeu R$ 7.890,68 também a titulo de dividendos. Por fim,
trés meses depois desse iltimo pagamento ele vendeu o lote de acgoes por R$ 441.983,67.
Obtenha a taxa de juros (em termos mensais) pela qual Fulano foi remunerado.

Figura 6.3

Seja i a taxa solicitada. Logo,

11.242,89  7.890,68  441.983,67

432.074,35 = .
R (R R (o5 R (W)

(6.5)

Utilizando uma ferramenta como a HP 12C ou como o Excel, é possivel concluir que
1 =0,4751%.

A taxa de juros computada em cada um dos trés exemplos acima corresponde jus-
tamente & taxa interna de retorno (TIR) da respectiva operacao. Assim sendo, vale
mencionar o seguinte ponto: em diversas ocasioes, haverd necessidade de computar e
interpretar uma TIR. O restante deste tépico tem como objetivo fornecer ao aluno o
ferramental tedrico necessdrio para lidar com esse tipo de problema.

6.2 A Funcao Valor Atual e a Definicao do Conceito de Taxa
Interna de Retorno

Dado um fluxo de caixa a = (ag, a1, ..., a,), onde ag # 0 e a, # 0, a funcio valor atual
associada ao dito fluxo de caixa é dada por

VO =X g (6.6)

k=0

e Sim, ja utilizamos essa fungao antes. Aqui explicitamos que ¢ € um argumento da
fungao e removemos o subscrito referente a data focal.

o Lembre que a data focal é irrelevante no Regime de Juros Compostos.

Para referéncia futura, observe que
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lim V(i)

i——1t

, (6.9)

~+o00, se a, > 0
—00, se a, <0

n

xmw:—E:—jﬂ;— (6.10)

£ (14 )k+1
e
o= E(k o+ Day
V"(i) = _—_ . 6.11
Dado um fluxo de caixa a = (ag, a1, ..., a,), onde ag # 0 e a, # 0, uma taza interna
de retorno para o dito fluxo de caixa é uma taxa de juros R tal que
V(R) = 0. (6.12)

Em outras palavras, uma TIR ¢é uma taxa de juros que zera o valor presente descontado
do fluxo de caixa.

e Comentérios:

o Sim, zerar; ver equagoes (6.1), (6.3) e (6.5).
o Uma TIR (ao invés de a TIR)
o Como ay # 0 e a,, # 0, R nao pode ser igual a —1.
o Zerar o valor atual na data 0 é equivalente a zerar em uma data t qualquer.
De fato, como R > —1,
V(R)=0 < (1+R)'V(R)=0.

Consequentemente, no que diz respeito a TIR, a data focal é irrelevante.

o Interpretagao do termo Y ,_,a;: somatério dos recebimentos e desembolsos
(com sinal negativo).

Observe que (6.12) pode ser expressa como

a2 Qp,

ay

I (6.13)

Sendo x a varidvel auxiliar previamente definida, a equagao logo acima é equivalente a
ap + a17 + axr® + ...+ a,z" = 0. (6.14)

Observe que a equagao (6.14) pode ter de 0 até n solugdes reais. Ademais, se n > 2,
entao usualmente o computo de uma solucao demandard o uso de métodos numéricos.
Assim sendo, ndés precisamos estudar os problemas da ewisténcia, da unicidade e do
computo da TIR. Essas (e outras) questoes serao discutidas a seguir.

4
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6.3 A Regra de Sinais de Descartes

A Regra de Sinais de Descartes (Descartes’ Rule of Signs em inglés) é bastante 1til para
identificar o nimero méximo e o nimero minimo de raizes reais positivas da equacao
(6.14). Ela é discutida em vérios livros-textos, como Lial, Hornsby, Schneider e Daniels
(2017).

Antes de discutirmos a referida regra, é conveniente relembrar alguns pontos refe-
rentes aos polindmios. O primeiro deles é a multiplicidade de uma raiz.

Exemplo 6.4 Considere a equacao

2 — 6z +9 = 0. (6.15)

As solucoes sao dadas por

_6+VA 6 — VA

To —

1 2 ¢ 2

Porém, A = (—6)? —4 x 1 x 9 = 0. Dessa forma, z; = 7o = 3. Logo, 3 é a unica raiz.

Como
6+ VA . 6 — VA
2 2

diz-se que essa raiz tem multiplicidade 2.
E possivel generalizar o exemplo acima. Seja p a funcao polinomial dada por

3=

() = caz™ + cp12" T+ 4 e + 1w+ o,

onde ¢, # 0. Estamos assumindo que os coeficientes sao nimeros reais, ao passo que x
pode ser um nimero complexo. Observe que o polindmio p pode ser expresso como

p(z) =cy H(l‘ — ),

onde r; é um zero (i.e., uma raiz) de p; ou seja, p(r;) = 0. Vale ressaltar que r; pode
ser um nimero complexo. A multiplicidade de uma raiz é igual ao nimero de termos r;
que sao iguais a raiz em questao.

Exemplo 6.5 Considere a expressao (z + 1)*(z — 2)%. Como

(x+1)%(z —2)° =2° — da* + 2° + 102% — 4z — 8, (6.16)

sabemos que as raizes do polinémio do lado direito da igualdade sdo —1 (com multipli-
cidade 2) e 2 (com multiplicidade 3).
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e Evidentemente, somente foi possivel identificar as raizes (e suas multiplicidades)
imediatamente devido ao fato de a igualdade (6.16) ser conhecida. A andlise seria
bem mais complexa (possivelmente requerendo métodos numéricos) se estivéssemos
tao somente igualando o lado direito da expressao (6.16) a zero.

Fato Sejam p um polindbmio e r uma raiz de p. As seguintes duas afirmativas sao
verdadeiras:
1. Se r tem multiplicidade k, entao r é uma raiz de cada uma das k — 1 primeiras deri-
vadas de p e nao é uma raiz da derivada de ordem k de p.
2. Se r é uma raiz de cada uma das primeiras k — 1 derivadas de p e nao é uma raiz da
derivada de ordem k de p, entao r tem multiplicidade k.

A titulo de ilustragao, considere o polinémio do Exemplo 6.4. A primeira, segunda
e terceira derivadas sao dadas por, respectivamente,

5zt — 162° + 32% + 20z — 4,

2023 — 4822 + 62 + 20

6022 — 962 + 6.

Observe que —1 é uma raizda primeira derivada, mas nao é da segunda. Por sua vez,
2 ¢ raiz das duas primeiras derivadas e nao ¢ da terceira. Podemos também revisitar o
Exemplo 6.4. Observe que

(x —3)(x —3) =2> — 62 +9.

Logo, 3 de fato é a unica raiz (com multiplicidade 2). Adicionalmente, a sua derivada é
igual a 2r — 6, a qual também assume o valor zero para r = 3. A segunda derivada é
igual a 2. Logo, 3 nao é uma raiz da segunda derivada.

E possivel agora retornar ao tema central desta subsecao.

Regra de Sinais de Descartes Sejam p: R — R a fun¢ao polinomial dada por
p(z) = cpx" + O L S N T A Co,

onde ¢, # 0, s o nimero de variagdes de sinal nas coordenadas (nao nulas) do vetor
de coeficientes (¢, ¢p_1,...,C2,¢1,¢0) de p, s o nimero de variagdes de sinais nas co-
ordenadas (nao nulas) do vetor de coeficientes ((—1)"c,, (=1)" ¢, _1,..., 2, —c1,¢o) de
p(—z), m o nimero de raizes reais positivas de p e m’ o nimero de raizes reais negativas
de p. Para fins do computo de m e m/, cada ocorréncia de uma raiz com multiplicidade
superior a 1 é tratada como se fosse uma raiz distinta. As seguintes duas afirmativas
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sao verdadeiras:
1. m = s — 2k, onde k é um inteiro nao negativo;
2. m' =" — 2k, onde k' &€ um inteiro nao negativo.

Exemplo 6.6 Considere o polindmio do Exemplo 6.4. H& duas mudancas de sinal e
duas raizes reais positivas. Logo, s = 2,m = 2 e k = 0. Adicionalmente,

(—z)? = 6(—z) +9 =2+ 62 +9.

Nao ha mudancas de sinal e também nao hé raizes negativas. Assim sendo, s’ = 0,
m' =0ek’ =0.

Exemplo 6.7 Considere o polindmio do Exemplo 6.5. H4 trés mudangas de sinal e trés
rafzes reais positivas. Logo, s = 3,m = 3 e k = 0. Adicionalmente,

(—2)° —4(—2)* + (—2)* + 10(—2)* — 4(—2) — 8 = —2° — 4o — 2 + 102° + 42 — 8.

Ha duas mudancgas de sinal e duas raizes reais negativas. Assim sendo, s =2, m' =2 e
k' = 0.

Exemplo 6.8 Considere o polinomio 22 —6x +10. Como A = (—6)*—4x1x 10 = —4,
nao hd raizes reais. No tocante as mudancas de sinais, ha duas. Logo, s =2,m =0 e
k = 1. Adicionalmente,

(=1)? — 6(—x) + 10 = 2% + 62 + 10.
Nao ha mudanca de sinal. Assim sendo, s' =0, m' =0e k' = 0.

Podemos agora aplicar a Regra de Sinais de Descartes ao estudo da TIR. Lembre
que estamos interessados nas raizes reais positivas da equagao polinomial (6.14). Dessa
forma, podemos aplicar a Afirmativa 1 da referida regra para sabermos o niimero maximo
de TIRs que um fluxo de caixa possui. Para tanto, basta contar o nimero de mudancas
de sinais nas coordenadas nao nulas do vetor (ag, ay, . .., a,).

e Para contar o nimero de mudancas de sinais, é indiferente se utilizamos o vetor
(agp, a1, ...,a,) ou o vetor (ay, an_1,-...,0a).

o A indiferenca nao se verifica para um rearranjo genérico da ordem dos coefi-
cientes.

Exemplo 6.9 Considere o fluxo de caixa (—100,5,105). H4 uma mudanga de sinal.
Logo, existe no maximo uma TIR.
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Exemplo 6.10 Considere o fluxo de caixa (—10,—5,8, —2,12). H4 trés mudangas de
sinal. Logo, existem no méaximo trés TIRs.

Exemplo 6.11 Considere o fluxo de caixa (—2,—2,3,3,5). H4 uma mudanca de sinal.
Logo, existe no maximo uma TIR.

Exemplo 6.12 Considere o fluxo de caixa (=5, —2,0, —1,4,0, 0,0, 8). H4 uma mudanga
de sinal. Logo, existe no méximo uma TIR.

e Obteremos nas proximas se¢oes afirmativas mais precisas do que “existe(m) no
maximo”.

6.4 Existéncia e Unicidade da TIR
6.4.1 Existéncia

Exemplo 6.13 Considere o fluxo de caixa ilustrado a seguir.
Figura 6.4
e Possivel operacao: empréstimo bancdrio com saldo médio a priori.
o Saldo médio 100, empréstimo 150, taxa de juros declarada 20%.

Uma TIR deve satisfazer a igualdade

250 180

100 _ _
"1TFR UtRp

0.

Logo, procuramos raizes para a equacao —100 + 250z — 18022 = 0, que pode ser escrita
como
182% — 252 4+ 10 = 0.

Como
A =(-25)% -4 x 18 x 10 = 625 — 720 < 0,

concluimos que nao existe uma TIR no exemplo em anélise.
Apresentaremos a seguir duas condicoes que, cada uma de forma independente da
outra, sao suficientes para a existéncia de pelo menos uma TIR.
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Condigao E1 Se aq e a, possuem sinais distintos, entao o fluxo de caixa possui pelo
menos uma TIR.

A figura abaixo ilustra o caso em que ag < 0 e a, > 0.
Figura 6.5

Intuitivamente, é impossivel “completar” o gréfico da funcao V (que é continua) sem
cortar o eixo horizontal pelo menos uma vez. Logo, existe uma taxa de juros R tal que
V(R) = 0.

e Argumento formal: aplique Teorema do Valor Intermedidrio para concluir que
existe R € (i1,19) tal que V(R) = 0.

o Intermediate Value Theorem em inglés.

o Esse teorema estd disponivel em varios livros-textos, como Bartle e Sherbert
(1999) e Lay (2004).

e Observe que a existéncia de taxas i1 e iy tais que V(i1) > 0 e V(iz) < 0 é assegurada
pelas expressoes (6.8) e (6.9).

e O mesmo raciocinio pode ser aplicado para o caso em que a9 > 0 e a, < 0.
o Como assumimos que ag # 0 e a,, # 0, nao ha outro caso a considerar.

e Convém relacionar essa condi¢cao com a Regra de Sinais de Descartes. Suponha
que o fluxo de caixa (ag, a1, ..., a,) tem um nimero impar de mudangas de sinal.
Logo, s é impar. Assim sendo, é possivel utilizar a igualdade m = s — 2k e o fato
de que k é um inteiro nao negativo para concluir que m ¢é igual a um dos nimeros
no conjunto {s,s—2,...,3,1}. Logo, existe pelo menos uma TIR. Por outro lado,
como s é fmpar, entao ag € a, tém sinais distintos. Dessa forma, a Condicao E1
também pode ser obtida a partir da Regra de Sinais de Descartes.

Condicao E2 Se ap e Y ;_,a; ndo possuem o mesmo sinal, entdo o fluxo de caixa
possui pelo menos uma TIR.

A figura abaixo ilustra o caso em que ap < 0 e Y ,_,ar > 0. Vale ressaltar que a
igualdade (6.7) assegura que V' (0) > 0.

Figura 6.6

Mais uma vez, é impossivel “completar” o grafico da fungao V' sem cortar o eixo hori-
zontal pelo menos uma vez.
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e QOutros casos:

o ap>0e ), _,ar <0: utilizar o mesmo raciocinio.

o > i oar =0:nesse caso, R =0 ¢ uma TIR (seja qual for o sinal de ay).

6.4.2 Unicidade

Exemplo 6.14 Considere o fluxo de caixa ilustrado a seguir.
Figura 6.7
Hé duas TIRs: —50% e 10% (ver rascunho abaixo).

e Vale ressaltar que ag = —100 < 0 e ZZ:O ar = 5 > 0; consequentemente, uma
condicao suficiente para a existéncia nao assegura unicidade.

Rascunho
160 55

_ -0
1+R (1+R)?
—100 + 160z — 552° = 0 <= 112* =322 +20=0
A=(-32)%-4x11x20=144

—(—32)+£12 16+6

2x11 11
H4 duas raizes, x; =2 e x9 = 10/11. Como 1+ Ry = 1/x1 =0,5e 1+ Ry = 1/25 = 1,1,
concluimos que Ry = —0,5e Ry =0, 1.

Apresentamos a seguir uma condicao suficiente para a unicidade da TIR.

—100 +

e Observe que unicidade nao garante existéncia. Ou seja, “unicidade” significa a
existéncia de no maximo uma TIR.

Condicao U Se a fungao valor atual é estritamente decrescente ou estritamente cres-
cente, entao existe no maximo uma TIR.

Figura 6.8

Se V' é estritamente descrecente ou estritamente crescente, entao o seu grafico corta o
eixo horizontal no maximo uma vez.

e Atencao para o uso da expressao “existe no maximo”. De fato, a Condicao U nao
assegura a existéncia de uma TIR.

10
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6.4.3 Existéncia e Unicidade: Um Tratamento Simultineo

Apresentamos a seguir uma condicao suficiente para ambas a existéncia e a unidade da
TIR.

Condicao EU Se o nimero de variagoes de sinal nas coordenadas do fluxo de caixa
a = (ag,ay,...,a,) for igual a 1, entao existe exatamente uma TIR.

Essa condigao é consequéncia da Regra de Sinais de Descartes. Considere a equagao
(6.14). Suponha que s = 1. Se k > 1, entdo m < 0. Como m é um nimero nao
negativo, concluimos entao que k = 0. Porém, m = s — 2k; logo, m = 1.

6.5 Investimento Simples

Operagodes caracterizadas por (a) um tnico depdésito/aporte inicial e (b) um ou mais
saques/resgates sao conhecidas na literatura como investimento simples. Tendo em
vista que a maior parte das aplicagoes financeiras atendem a essas duas condigoes, esse
tipo de operacao sera estudado em detalhes nesta secao.

Formalmente, um fluxo de caixa a = (ag,aq,...,a,) é um investimento simples se
ag < 0, ap > 0 para todo k € {1,2,...,n—1} e a, > 0.

e Os fluxos de caixa dos Exemplos 6.1, 6.2 e 6.3 sao do tipo investimento simples.

As expressoes (6.10) e (6.11) implicam que V'(i) < 0 e V”(i) > 0 para todo inves-
timento simples. Logo, a fungao valor atual é estritamente decrescente e estritamente
convexa. Assim sendo, é possivel combinar essa tltima informagao com os limites em
(6.8) e (6.9) para esbogar o grafico de V. Isso é feito na figura abaixo, onde se assumiu

que Y p_oa, > 0.
Figura 6.9

Dito isso, a seguinte afirmativa é verdadeira: se a = (ag, a1, . .., a,) € um investimento
simples, entao a possui exatamente uma taxa interna de retorno.

e H4 diversas maneiras de se estabelecer a veracidade da afirmativa em questao.

o Maneira mais rédpida: Condigao EU.
o Caminho alternativo: lidar separadamente com a existéncia e a unicidade.

x Existéncia: Condicao El.

- Para o caso em que Y ;_,a; > 0, é possivel utilizar a Condigao E2.

11
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o Unicidade: Condigao U.

Adicionalmente, é um exercicio relativamente simples mostrar que a TIR de um
investimento simples tem o mesmo sinal que o termo >} _, ay.

e Se Y r_,ar =0, entdo V(0) = 0. Logo, 0 ¢é a tnica TIR.

e Se ) . _,ar >0, entdo V(0) > 0. Como V ¢ estritamente decrescente e V(R) = 0,
entao R > 0.

e Se >’ ,a, <0,entdo V(0) < 0. Como V ¢é estritamente descrescente e V(R) = 0,
entao R < 0.

6.6 Computo da TIR

Frequentemente, o computo da(s) TIR(s) requer o uso de métodos numéricos. Contudo,
em algumas situagoes especificas é possivel calcular a(s) TIR(s) de forma analitica.
Inicialmente, estudaremos esse tltimo caso. Em seguida, discutiremos a abordagem
numérica.

6.6.1 Solucao Analitica

Uma vantagem da abordagem analitica é que usualmente ela ja trata dos problemas da
existéncia e da unicidade.

e O uso da palavra usualmente decorre de uma cautela por parte do seu professor.

O primeiro caso em que é possivel obter uma solucao analitica é aquele em que n = 1.
Considere o fluxo de caixa (ag,a1). Nesse caso, a Equagao (6.13) resume-se a

ai
+ =0.
“TIYR
Logo,
p= "m0

Por exemplo, se (ag, a;) = (—24.200, 25.410), entao R = 5%.
O caso seguinte é uma generalizacao do primeiro. Suponha que n > 2 e a; = ay =
... =a,_1 = 0. Assim sendo, a TIR é dada pela solucao de

G

FESOT

CLO+

12
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Dessa forma,

Por exemplo, se se (ag, a1, az, as, as, as) = (—100.000, 0,0, 0,0, 161.051), entdao R = 10%.
O terceiro e tltimo caso considerado nesta subsegao é aquele em que n = 2 e a; # 0.
Em tal contexto, a Equacao (6.13) reduz-se a

ai az

=0.
1+R  (1+R?

CLO+

Conforme ilustrado nos Exemplos 6.13 e 6.14, é suficiente estudar a equacao quadratica
ao + a17 + asx? = 0. No primeiro daqueles dois exemplos nao existia TIR, ao passo que
no segundo havia duas. Suponha agora que (ag,ai,az) = (—200,8,208). Neste caso,
R = 4% ¢é a tnica TIR; ver detalhes no rascunho abaixo.

Rascunho
—200 + 87 +2082? = 0 <= 262% + 1 —25 =10
VA = /12 = 4 x 26 x (—25) = v/2.601 = 51
—1+£51
T 2% 26
H4 duas raizes, v1 = 50/52 e x5 = —1. Como x5 < 0, concluimos que 1 + R = 1/x; =
52/50 = 1, 04.

Vale ressaltar que equagoes polinomiais cibicas e do quarto grau possuem solugoes
em forma fechada (closed-form solutions em inglés). Porém, essas solugdes raramente
sao utilizadas. Usualmente, tais equagoes sao resolvidas numericamente. Assim sendo,
o mesmo vale para o computo da TIR nos casos em que n =3 e n = 4.

6.6.2 Solucao Numérica

Como regra geral, é preciso usar métodos numéricos para computar a TIR quando n > 3.
O Algoritmo de Newton-Raphson, o qual é adotado para resolver equacoes e sistemas de
equagoes nao lineares, ¢ um método bastante popular. A figura abaixo ilustra a utiliza-
¢ao do referido procedimento no caso de um investimento simples.

Figura 6.10

Observe que o Algoritmo de Newton-Raphsono é um processo iterativo. A taxa ig € uma
conjectura inicial. Dado iy, ity € calculado de acordo com a férmula

V (ix)

Uyl = g — Vilin)

(6.17)

13
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Ademais, define-se uma tolerancia e (por exemplo, ¢ = 107°). O processo & interrompido
quando a condicao |V (ix)| < € é satisfeita.

Também ¢é possivel utilizar duas condigoes: |V (ig)| < €1 € |igy1 — x| < €2. A
iteracao somente é interrompida quando as duas condigoes sao satisfeitas.

Nao é dificil entender a légica subjacente a igualdade (6.17). A equacdo de uma
linha reta no espago ¢ x y é dada por y = a + fi. Dado iy, y = V(iy), 8 = V'(ix)
e 0 = a+ Pigy1. Assim sendo,

V(ix) = —Birpr + V'(in)ix = V(ix) = =V'(i)irs1 + V'(ir)ix
V)
V(i) k1 — k-
A ultima igualdade ¢ claramente equivalente & expressao (6.17).

Potencial problema: V(i) = 0.

Como regra geral, a convergéncia (ou nao) para uma TIR pode depender de 1.
Isso é particularmente relevante para o caso em que hd mais de uma TIR.

No caso de um investimento simples, usualmente a HP 12C e o Excel (fungao TIR)
funcionam sem qualquer problema.

o O uso da palavra usualmente decorre de uma cautela por parte do seu pro-
fessor.

Se o fluxo de caixa nao for um investimento simples, entao é preciso ser bem mais
cuidadoso. Em particular, utilizar o Excel ou outra ferramenta para gerar um
grafico da funcao valor atual é um bom procedimento.

Exemplo 6.15 Considere o fluxo de caixa (—100, 160, —55), o qual foi estudado no
Exemplo 6.14. Ha duas TIRs, —50% e 10%. O seu professor recorreu a IA do Google
(Gemini) para utilizar o Algoritmo de Newton-Raphson para computar as TIRs.Vale
ressaltar que como j& se sabia de antemao quais eram as TIRs, nao havia risco em se
recorrer a uma ferramenta de TA. Segue-se abaixo um sumario dos resultados. Adotou-se
a tolerancia de ¢ = 1075,

io
()
()
()
io

= 20%: trés iteracoes, R = 10%

= 0%: duas iteracoes, R = 10%

= —10%: trés iteragoes, R = 10%

= —30%: nao houve convergéncia, i; = 250%, 15 = —310%
= —45%: quatro iteragoes, R = —50%
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ig = —60%: cinco iteracoes, R = 10%

Em seguida, o seu professor recorreu ao Excel. Foram utilizados os mesmos valores
iniciais. Os resultados foram similares (observe que Excel nao informa o numero de
iteragoes). A tnica diferenga é que ocorreu a covergéncia para R = 10% no caso em que
19 = —30%. Talvez isso se deva ao fato de que o Excel adota ig = 10% quando nao se
informa uma conjectura inicial e que possivelmente esse valor inicial foi adotado quando
nao houve convergéncia. Vale ressaltar que a conjectura inicial deve ser informada na
forma unitdria.

Exemplo 6.16 Seja a = (—76.950,175.050, —23.000, —175.000, 100.000) um fluxo de
caixa. Observe que ha trés mudangas de sinal. Logo, hd no maximo trés TIRs. As
figuras abaixo, geradas no Excel, ilustram o comportamento da fungao valor atual.

Figuras 6.11, 6.12 € 6.13

Aparentemente, hd uma TIR aproximadamente igual a 5%. Adicionalmente, talvez
haja uma segunda TIR, com multiplicidade maior do que 1, aproximadamente igual
a 11%. Utilizando-se o Excel, com ig = 5% obteve-se a TIR R; = 5,2632% e com
1o = 11% obteve-se a TIR Ry, = 11,1111%. Vale ressaltar que se utilizou a funcao
VPL do Excel para conferir se R; e Ry efetivamente sao TIRs. Resta analisar a questao
da multiplicidade de Ry (lembre que ha no maximo trés TIRs e somente identificamos
duas). Defina o polinomio p(x) de acordo com

p(z) = —76.950 + 175.050z — 23.0002* — 175.0002* + 100.000*.
Logo,
p'(r) = 175.050 — 46.0002 — 525.000z% + 400.000z°

p"(z) = —46.000 — 1.050.000z + 1.200.00022.

Agora, observe que

1
! = 0,002023364 6.18
V() =0 (6.19

1
" = —189.900, 0159 +# 0.
) (1 +R2> 0159 #

A expressao (6.18) sugere que talvez nés tenhamos um problema (o qual pode ser devido
a arredondamentos). Aparentemente, nao ha uma maneira simples de mudar a tolerancia
adotada pelo Excel. Assim sendo, o seu professor tentou computar a TIR utilizando a HP
12C. Nao houve convergéncia (mesmo apés o seu professor informar 11% como conjectura
inicial). Entao, o seu professor recorreu ao ChatGPT (OpenAl). Ele informou o fluxo de
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caixa e que havia uma TIR préoxima de 11,11%. Em seguida, solicitou que se calculasse
essa TIR com tolerancia de 1078, A resposta foi Ry = 0,11111111115528021. Porém, o
seu professor estava avaliando p’ em uma planilha de Excel. Foi preciso trabalhar com
Ry = 0,11111111115528 (possivelmente devido a um limite de digitos no Excel). De
toda forma, o seu professor concluiu que

, 1 -
=6,79691 x 10™".
P <1 + Ry ’ %

Assim sendo, de fato Ry tem multiplicidade 2. Logo, identificamos as trés TIRs: R;
(multiplicidade 1) e Ry (multiplicidade 2).

e O ultimo exemplo ilustra um ponto importante: quando a TIR tem multiplicidade
maior do que 1, talvez seja necessdrio adotar uma precisao numérica muito maior.
A razao para tanto é que o grifico da fungao valor atual é aproximadamente
horizontal e ela assume valores muito préximos de zero nas proximidades da TIR.

e Observe (1 + Ry)~! = 0,899999999964223 = 0,9. Ademais, p'(0,9) =0 e

1
— —1=0,111...
0,9 ’

o Comentdrio sobre a construcao do fluxo.

6.7 Interpretacao

Inicialmente, ha que se deixar claro que (A) somente sob algumas condigoes é
possivel afirmar que quanto maior a for TIR de uma operagao, mais rentdvel ela serd
para o investidor. Contudo, mesmo que essas condigoes nao sejam satisfeitas, (B) a TIR
¢ uma ferramenta fundamental para a anélise da atratividade da operacao.

O restante desta secao estd dividido em quatro partes. A primeira delas é dedicada
ao estudo da Afirmativa A. A segunda contém comentérios adicionais sobre a funcao
valor atual. A terceira contém exemplos nos quais a TIR, tomada isoladamente, nao é
um bom indicador da atratividade de um fluxo de caixa. A tltima parte é dedicada ao
estudo da Afirmativa B. Por fim, a menos que se enuncie o contrario, assume-se ao longo
desta segdo que nao ha risco e/ou incerteza de qualquer espécie.

6.7.1 A TIR como Métrica Inequivoca de Rentabilidade

Para que a TIR seja uma “boa medida” da rentabilidade de uma operagao, é necessario
que ela exista e seja tnica. Contudo, veremos mais a frente que isso nao é suficiente.
Dito isso, discutiremos abaixo duas situacoes em que a TIR é uma “boa medida” de
rentabilidade.
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e No presente contexto, afirmar que a TIR é uma “boa medida” da rentabilidade
significa que quanto maior ela for, mais rentdvel serd a operacao sob o ponto de
vista do investidor.

Investimento Simples com Recebimento Unico Sejaa = (ag,ay, ..., a,) um fluxo
de caixa tal que a9 < 0, a1 =ay=... =a,_1 =0ea, > 0. Como a é um investimento
simples, entao existe uma unica TIR. Ademais,

n an

T —0)— (1+R"=-2 — (1+R"= =

o+ ———— S
*T (1+R) Qo |aol

Logo, mantido constante o desembolso inicial, R serd tao maior quanto maior for o
montante resgatado.

Investimento Simples com Recebimentos Constantes Seja a = (ag,ay,...,a,)
um fluxo de caixa tal que a9 < 0, a1 = ay = ... =a,_1 = a, = P > 0. Como a é um
investimento simples, entao existe uma tnica TIR. Em tal contexto, a expressao (6.13)
pode ser expressa como

- |ao|

1 - 1
£ (1+R) L« (1+R}F P

Dessa forma, mantido constante o desembolso inicial, R serd tao maior quanto maior for
o recebimento periédico P.

6.7.2 Consideragoes Adicionais Sobre a Funcao Valor Atual

J& estudamos nesta disciplina o problema de comparar o valor atual de dois fluxos de
caixa. Isto é, dada uma taxa de juros ¢ e dois fluxos de caixa a e b, comparam-se 0s
valores atuais desses dois fluxos de caixa.

A légica subjacente & discussao acima pode ser aplicada para obter uma medida,
diferente da TIR, da atratividade de um investimento. Ou seja, dada uma taxa de juros
i, um investimento serd tao mais atrativo quanto maior for o seu valor atual (avaliado
a taxa 7). Em particular, um investimento com valor atual negativo deve ser rejeitado.
Além disso, ao se compararem dois investimentos, aquele com maior valor atual serd
preferivel.

Um problema do método do valor atual é a escolha da taxa utilizada para descontar o
fluxo de caixa. Essa taxa é exdgena ao investimento/fluxo de caixa sendo avaliado e nao
necessariamente a sua identificacao é uma tarefa simples. Por sua vez, a TIR somente
requer informagoes do préprio projeto.
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6.7.3 Exemplos das Limitagoes da TIR

Esta subsecao contém trés exemplos das limitagoes da TIR. Observe que em todos eles
existe uma unica TIR.

Exemplo 6.17 Fulano deseja investir R$ 100,00 pelo prazo de dois anos. As duas
opgoes de investimento disponiveis sao dadas pelos fluxos de caixa a = (—100,0,121) e
b= (—100,111). Observe que R, = 10% < 11% = R,. Contudo, para que Fulano possa
optar entre a e b, ele precisard fazer uma conjectura sobre a taxa de juros pela qual ele
serd remunerado no segundo ano caso opte por b.

e O exemplo acima ilustra um problema inerente a comparagao de investimentos
com prazos distintos.

o Esse problema nao afeta somente a TIR.

Exemplo 6.18 Fulano deseja investir R$ 100,00 pelo prazo de cinco anos. As opcoes
de investimento disponiveis sdo dadas pelos fluxos de caixa a = (—100,5,5,5,5,105) e
b = (—100,95,6,6,6,6). As respectivas fungdes valor atual estdao ilustradas na figura
que se segue.

Figura 6.14

Observe que R, = 5%, R, = 12,8883% e ¢ = 1,6008%. Apesar de R} ser maior que
R,, o fluxo de caixa a é superior ao fluxo de caixa b se a taxa de desconto relevante for
inferior a 7'.

e Vale ressaltar que i’ ¢ a TIR do fluxo de caixa a — b.

Exemplo 6.19 Fulano deseja contrair um empréstimo bancario de R$ 1.000,00 pelo
prazo de um més. Segundo o gerente da agéncia bancdria na qual ele tem conta, se
Fulano mantiver um saldo médio na conta bancéria de pelo menos R$ 1.000,00 por um
més, entao ele conseguird contrair o referido empréstimo sem que sejam cobrados juros
(ou seja, a taxa de juros serd zero). Serd que Fulano deve aceitar essa operacao? Segue-se
o grafico do fluxo de caixa.

Figura 6.15

A funcao valor atual é dada por

2.000 1.000

V(i) = —1.000 . .
(9) e T O e

(6.19)
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Logo, uma TIR deve satisfazer a igualdade

2.000  1.000
~1.000 - ~0
"1TFR UtRp

Assim sendo, ¢ preciso achar as rafzes da equacao —1.000 + 2.000z — 1.00022 = 0, a qual
pode ser escrita como
*—2x+1=0.

Observe que A = (—2)? — 4 x 1 x 1 = 0. Desta forma,

2x1

Concluimos entao que 0 é a unica TIR da operacao. Observe agora que a expressao
(6.19) implica que
2.000 1.000 2.000 ~2.000:

Logo, V'(0) = 0, V(i) > 0 para i < 0 e V'(i) < 0 para ¢ > 0. Como V(0) = 0, V(i)
necessariamente assumird um valor negativo para todo i # 0. Podemos entao concluir
que Fulano deve rejeitar a operagao para todo ¢ # 0, sendo ele indiferente para ¢ = 0.

e Um analista apressado poderia, apés calcular a TIR, concluir que de fato Fulano
teria oportunidade de contrair um empréstimo sem pagar juros. Porém, a operacao
acima na verdade é um investimento, pois ag < 0.

Conclufremos esta subsegao com um breve comentdrio sobre a utilizagao da TIR. De
acordo com uma “regra de bolso” bastante popular, um investimento deve ser aceito
se a sua TIR for maior do que a taxa de desconto do investidor. Porém, (i) ela s6 é
valida se a fungao valor atual for decrescente. Ademais, (ii) é preciso levar em conta os
investimentos alternativos. Ver Figura 6.14.

6.7.4 A Relevancia da TIR na Analise de um Fluxo de Caixa

Considere mais uma vez o fluxo de caixa discutido no Exemplo 6.16. Ha duas TIRs,
Ry = 5,2632% e Ry = 11,1111%. Adicionalmente, a andlise das Figuras 6.11, 6.12 e
6.13 nos permite concluir que:

1. V(i) > 0 para i < Ry;

2. V(i) = 0 para i = Ry;

3. V(i) <0 para Ry <i < Ry;
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4. V(i) = 0 para i = Ro;
5. V(i) < 0 para i > R».

O exemplo acima ilustra o seguinte fato: mesmo que a TIR nao possa ser utilizada
como um critério definitivo para avaliar a atratividade de um investimento, ela é uma
ferramenta necessdria para identificar para quais valores de 7 a funcao valor atual assume
valores positivos, nulos ou negativos.
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