MATEMATICA FINANCEIRA:
NOTAS DE AULA

Alexandre B. Cunha

3 O Regime de Juros Compostos

3.1 Introducao

Conforme discutido no Tépico 1, no Regime de Juros Compostos os juros e a trajetéria
do capital sao dados por, respectivamente,

Cn - Cnfl = Z-Cnfh
ao passo que a trajetoria do capital é dada por
C,, = Co(1+1)". (3.1)

Exemplo 3.1 Fulano investiu R$ 100,00 pelo prazo de 42 anos a taxa de 5% a.a. Qual
serd o valor resgatado?

Figura 3.1
Aplique a expressao (3.1) para concluir que
Cya = 100(1 + 0, 05)** = 776, 16.
Logo, o valor resgatado serd igual a R$ 776,16.

e Se o arrendondamento fosse feito ano a ano, entao o montante seria igual a R$
776,23.

e No Regime de Juros Simples, a mesma operagao levaria a um montante de R$
310,00.

Exemplo 3.2 Fulano precisara quitar uma divida, daqui a oito meses, no valor de R$
15 mil. Sabendo que a taxa de juros ¢ de 0,5% a.m., qual é o valor que ele deve investir
hoje, de forma a resgatar justamente o valor da divida a ser paga?
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Figura 3.2
Mais uma vez, aplique a expressao (3.1). Esse procedimento estabelece que
15.000 = Cy(1 4+ 0,005)® = Cy = 14.413, 28.
Assim sendo, Fulano deve investir R$ 14.413,28.

Exemplo 3.3 Fulano investiu R$ 357,42 a taxa de 1% a.m. e resgatou R$ 394,81. Qual
foi o prazo da aplicacao? Observe que a resposta deve ser um ntimero inteiro.

Figura 3.3

Observe que S = C(1 +14)". Desta forma,

In(394, 81/357, 42)
In1,01 '

394,81 = 357,42 x 1,01" = n =

Logo, n = 9,99872. Como o prazo deve ser inteiro, entao possivelmente 10 é a resposta
desejada. De fato,
357,42 x 1,01" = 394, 81.

Assim sendo, o prazo foi de 10 meses.

3.2 Prazos Fracionarios

Suponha que alguém pretenda investir Cy a taxa i, pelo prazo m, sendo que m = n + f,
n € Ne f € (0,1). H4 duas solugdes comuns para essa questao, a Convengao Linear e a
Convengao Exponencial. Em ambas, C,, é dado pela expressao (3.1); ou seja, utiliza-se
o Regime de Juros Compostos para a parte inteira do prazo.

3.2.1 A Convengao Linear

Na Convengao Linear, utiliza-se Regime de Juros Simples para a parte fraciondria do
prazo.

Figura 3.4
Lembre que C,, é dado pela expressao (3.1). Por sua vez, C,, é avaliado conforme

Desta forma,
Cm=Co(L4+0)"(L+1if).
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Exemplo 3.4 Fulano investiu R$ 1 mil a taxa de 10% a.a. pelo prazo de 30 meses.
Calcule o montante resgatado utilizando a Convengao Linear para prazos fraciondrios.

Observe que n = 2 e f = 0,5. Logo, Cy = 1.000(1 + 0,1)% e Cy5 = Co(1 + 0,1 x 0,5).
Podemos entao concluir que

Cys = 1.000 x 1,1% x 1,05 = Cq5 = 1.270, 50.

Ou seja, o montante resgatado serd igual a R$ 1.270,50.

3.2.2 A Convengao Exponencial

Na Convencao Exponencial, o Regime de Juros Compostos também ¢é utilizado para a
parte fracionaria do prazo.

Figura 3.5

Desta forma,
Cm = Cp(1+1)7. (3.2)

Assim sendo,
Crn = Co(1+0)"(1+4) = Co(1 + )" = C,, = Co(1 +i)™.

Ou seja, a Convencao Exponencial envolve tao somente a aplicacao direta da expressao
(3.1).

Exemplo 3.5 Considere o Exemplo 3.4. Calcule o montante resgatado utilizando a
Convencao Exponencial para prazos fraciondrios.

E possivel aplicar diretamente a expressio (3.1). Alternativamente, é possivel utilizar o
fato de que Cy = 1.000 x 1,12 e aplicar a igualdade (3.2). Nesse caso,

Cos =1.000 x 1,1% x (14 0,1)* =1.000 x 1,1*° = Oy = 1.269, 06.
Logo, o montante resgatado serd igual a R$ 1.269,06.

e E possivel mostrar que, para i # 0, a Convencao Linear sempre leva a um montante
maior do que o da Convencao Exponencial.

e A Convencao Linear era particularmente popular antes da disseminacao das cal-
culadoras.

o Os valores de (1 + )" eram disponibilizados para valores inteiros de n em
tabelas.

e As duas convengoes estao disponiveis na HP 12C, sendo que o padrao (default) é
a Convengao Linear.
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3.3 Valor Futuro e Valor Atual

Conceitos idénticos aos adotados no Regime de Juros Simples. O mesmo comentério
vale para Valor Nominal, Valor de Face e Valor Presente.

3.4 A Divisibilidade do Prazo no Regime de Juros Compostos
e De Faro (2006) usa a expressao cindibilidade.
Suponha que Fulano invista R$ 1.000,00 pelo prazo de 5 anos a taxa de 10% a.a. O
valor resgatado serd igual a R$ 1.610,51. Assuma agora que ele aplica a mesma quantia,
também a 10% a.a., por 2 anos, efetua o resgate e reinveste o valor resgatado pelo prazo

de 3 anos & mesma taxa de juros. Mais uma vez, o valor resgatado serd igual a R$
1.610,51.

Figura 3.6

Consideraremos agora o caso geral, o qual é ilustrado pelos fluxos de caixa que se
seguem.

Figura 3.7
Observe que
So = C(1+i)™t"2,
Si=C+i)™

Sy = S1(1+14)™.

Assim sendo,
S=C1+i)" 1+ = Sy=C(1+4)",

Desta forma, concluimos que
!
52 - S2.

3.5 Equivaléncia Financeira

Sejam a = (ag,ay,...,a,) e b = (bo, b1,...,by) dois fluxos de caixa. Assim como no
Regime de Juros Simples, os fluxos de caixa a e b sao financeiramente equivalentes na
data focal t se os seus valores atuais na data ¢ forem iguais.
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O valor atual V,* na data t do fluxo de caixa a ¢ dado por

t n
a __ N\t—k ay
Vi —kzzoak(1+z) + Z W (3.3)

k=t+1

A figura que se segue pode ser 1til para a compreensao da légica subjacente a expressao
acima.

Figura 3.8
e Certifique-se de que vocé compreende a referida légica.

Observe que a expressao (3.3) é equivalente a

VA= a1 4i) " (3.4)
k=0

Essa tltima expressao serd utilizada repetidamente ao longo deste curso. Evidentemente,

m

VE=> b(144)

k=0
Por fim, ocorre equivaléncia financeira na data focal ¢ quando V,* = V2.

3.6 A Irrelevancia da Data Focal no Regime de Juros Compos-
tos

Sejam t e s duas datas e a = (ag,aq,...,a,) um fluxo de caixa. Mostraremos que
Vi = (e

o Ideia: se V,* é o valor atual na data ¢, entao a multiplicacao deste valor atual pelo
fator (1 4 ¢)°~* tem como resultado justamente o valor atual do mesmo fluxo de

caixa na data s.

o Isto tem que ser provado. Inclusive, resultado similar nao se verifica no
Regime de Juros Simples.

A prova é bem simples. Primeiramente, observe que V,* satisfaz (3.4), ao passo que
VE=D a1+
k=0
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Logo,

n

(14 iV = (10 [ a1+ )1

=Y aqp(1+0)F =V

k=0 k=0

Podemos agora mostrar que se a = (ag,ay,...,a,) € b = (bg,b1,...,b,) sdo dois
fluxos de caixa financeiramente equivalentes na data ¢, entao eles sao financeiramente
equivalentes em toda e qualquer data s. De fato,

VeV e ()T = (L)) e V=V
e Comentdrios:
o Mostramos que as igualdades V¢ = V? e V2 = V! sdo equivalentes.

o O mesmo raciocinio permite mostrar que V,* > V;? se e somente se V¢ > V2.

o Esses resultados também sao validos para o horizonte infinito.

e Importante: como consequéncia da irrelevancia da data focal, a comparacao dos
valores atuais de dois (ou mais) fluxos de caixa pode ser feita em uma tinica data.
Comumente, isso é feito na data 0.
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