ANALISE MATEMATICA PARA
ECONOMISTAS: NOTAS DE AULA

Elaboracao: Alexandre B. Cunha

Introducao a Otimizacao Intertemporal

Considere o seguinte problema:

max Ule 1
{ct,ker1}52, ;5 ( t) ( )
sujeito a
c + kt+1 — (1 — 5)kt § f(kt) (2)
Restrigoes implicitas: ¢; > 0 e kypq > 0 ([ki1 > 0] vs. [kp1 — (1 — ) k] > 0).

Hipoéteses: kg > 0 dado; 5 € (0,1); 6 € (0,1); as fungoes U e f sao concavas, diferen-
cidveis em R, e satisfazem as condigoes de Inada

lim U'(c) = lim (k) = oo;
lim U'(e) =00 e lim fi(k) = oo;

f(0)=0;U'(c) >0e f'(k) > 0.

O nosso objetivo consiste em resolver (1) e a sua versao em tempo continuo. Ini-
cialmente, nés iremos truncar o problema. Ou seja, analisaremos versoes em horizonte
finito de (1). Feito isso, retornaremos ao problema original. Em seguida, analisaremos
a versao de tempo continuo.

Tempo Discreto

Denote por T' a data terminal do horizonte de otimizacao.
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O Problema Truncado: T =1

Considere o problema

iy V) V) @
sujeito a
Co + ]{?1 - (1 - 6)]{?0 S f(ko),
c1 + kg — (1 — (S)kl S f(kl)

A funcao de Lagrange L para esse problema é dada por
E = U(Co) + ﬁU(Cl) — )\0[00 -+ kl — (1 — 5)]€0 — f(ko)] - )\1[01 + kg — (1 — 5)k’1 — f(klﬂ

As condigbes de primeira ordem (CPO), as quais sdo necessdrias e suficientes (razao?),
sao as seguintes:

oL L oL oL oL

= — = = ko — 0. — — hdad .
800 O, 601 0’ (%1 0, 2 078/\0 Oe 8/\1 0
Essas condigoes sao equivalentes a
U/(CO) - )‘07 (4)
BU,<CI> = A1, (5)
Ao+ Ai[(1 = 0) + f'(k1)] = 0, (6)
k2 = 07 (7)
co + ]{1 — (1 — (S)ko = f(ko) (8)
e
¢+ ko — (1= 06)k = f(ki1). (9)

Observe que temos um sistema de seis equagoes e seis varidveis (cg, ¢1, k1, k2, Ao € A1).
O préximo passo consiste em eliminar os multiplicadores de Lagrange do sistema que
caracteriza a solucao de (3). Combine (4), (5) e (6) de forma a concluir que

~U'(co) + U (c)[(1 = 6) + f'(k1)] =0 =
U/(Cl) B 1
Ulco) 1+ f'(ky) =0

A dltima igualdade é uma Fquacdao de FEuler. Interpretacao? No ponto 6timo a taxa
marginal de substituicao intertemporal deve ser igual ao reciproco da soma de 1 com a
“taxa real de juros”.

A solugao de (3) é caracterizada por (10), (7), (8) e (9). A menos que se introduza
alguma hipdtese adicional, nao é possivel obter uma caracterizacao mais precisa.

(10)
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O Problema Truncado: T genérico
Em tal contexto, (1) se converte no problema
T

max Z@tU(ct) (11)

{eeke}o 40

sujeito a (2). A correspondente funcdo de Lagrange £ ¢ dada por

T T

L= BU(ct) =Y Mlev+ ke — (1= 6k — f (k).

t=0 t=0

Ou seja,
L= {BU(c) = Mlev+ kipa — (1= 8k — f(ko)]} -

As CPO (necessdrias e suficientes) sao

oL oL oL
— =0, —— =0 t<T,k =0e—=0
e, " Ok para vt < 1, Fr41 e N, )
as quais sao equivalentes a
ﬁtU,(Ct) = A, (12)
Xt + Ng1[(1—=0) + f/(ky1)] =0 para t < T, (13)
kri1 =0 (14)
e
¢ + ktJr]_ — (1 — 5)]{} = f(kt) (15)

De forma similar ao que foi feito na se¢do anterior, combine (12) com (13) para
concluir que

—B'U () + 87U () [(1 = 8) + f'(ksr)] = 0 =

U ) 1

Ulc) 1+ f'(kisa) —0 (16)

Dito isto, a solugao ¢ caracterizada por (16), (15) e (14); lembre que k¢ ¢ dado. Temos
um sistema com duas equacoes de diferencas com duas varidveis e duas condigoes de
contorno: uma condigao inicial (kg dado) e uma condigao terminal (k7,1 = 0, sendo que
essa ultima foi determinada otimamente).
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Antes de passarmos para o estudo do caso em T' = 0o, convém analisar com mais
detalhes a condigao (14). Observe que a condigdo de primeira ordem com respeito a
varidvel kpyq é

oL <0 e kT+1—Q£L-4—o. (17)
Okri1

Okryr
Vale ressaltar que a CPO para ¢; é dada por

oL oL
=< = —0.
8Ct o 0 e Ctact 0

Entretanto, a condicao de Inada lim,. g+ U'(c) = oo assegura que o valor 6timo de ¢; é
positivo. Desta forma, as duas condi¢oes acima se resumem a dL/d¢; = 0. Dito isto,
considere (17). Como

oL
Okr i1
podemos concluir que o valor 6timo de kr ., € zero. Adicionalmente, tendo em vista que
OL/O0kr,1 = —Ar, a igualdade em (17) é equivalente a

=M= —B"U(cr) <0,

Arkria = 0. (18)
Vale ressaltar que o fato que Ar > 0 assegura que a ultima condicao é equivalente a
kT+]_, - O

E preciso interpretar a condigao (18). Inicialmente, observe que ela é equivalente a

Ar

—kpy = 0.

N TH
Por outro lado,

Ar At Ar-1 Ay N

— = X Xoeeoe X — X —.
)\0 /\T—l /\T_2 /\1 /\0

Combine a ultima igualdade com a Equacao de Euler (13) para concluir que

- 1+7’t7

T

A 1 1 1 1 H 1
_T_ >< X...X >< =

)\0 1—|—7“T 1—|—7“T,1 1—|—7’2 1—|—7’1 palley

onde r, = f'(k;) — § (lembre da relacdo entre o produto marginal de capital e a taxa real

de juros). Logo,
Lo
Arkry1 =0 <= (H T ) kri1 = 0.

,
=1 t

A 1ltima igualdade impoe que o valor presente descontado do estoque terminal de capital
é zero. Dito isto, podemos agora analisar o problema original.
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O Problema Original
A funcao de Lagrange é

L= Z {ﬁtU(Ct) — Ailer + K — (1= )k — f(k?t)]} . (19)

Em alguns contextos, é preferivel escrever o lagrangiano da seguinte maneira:

L= B'{U(c) = mlee + ks — (1= 8)k, — f(ko)]} -

Evidentemente, p, e \; satisfazem a condicao

By =M (20)
Trabalharemos com (19). As CPO (necessarias e suficientes) do problema (1) s&o

oL oL oL

— =0, m— =0, limM\Nk;y ;1 =0e — = 0.

aCt (‘3krt+1 t—o0 e 8)\t

De forma similar ao do problema truncado para um 7' genérico, essas condicoes sao
equivalentes a

BU () = i, (21)
=+ Aea[(1 = 0) + f'(kes)] = 0, (22)
Jim Ak = 0 (23)
€
Cot ki — (1= 0)ke = f(ky). (24)

Observe que (21), (22) e (24) sao idénticas as condigoes correspondentes do problema
(11), ao passo que (23) pode ser interpretada como a versao para horizonte infinito de
(18).

Mais uma vez, é possivel utilizar a CPO para ¢; para eliminar os multiplicadores de
Lagrange. Esse procedimento leva & Equacao de Euler

U/(Ct+1) . 1

_ , 25
R E )

que ¢ idéntica a igualdade (16), e
thm 6tU/(Ct>kt+1 = 0. (26)
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Dito isto, a solugao do problema ¢é caracterizada por (25), (26) e (24). A exemplo do
caso anterior, temos um sistema com duas equagoes de diferencas e duas varidveis, uma
condicao inicial e uma condi¢ao terminal.

Em diversas aplicacoes, é desejavel identificar um steady-state. Ou seja, busca-se um
par de valores constantes ¢* e k* para o consumo e o estoque de capital que satisfaca
(25), (26) e (24) (atencao: a condigao inicial foi propositalmente omitida). Observe que
(26) é trivialmente satisfeita em um steady-state. O valor do estoque de capital é dado

pela solucao de
1

T

e, dado k*, ¢* satisfaz
= f(k*) — ok™.

Uma questao técnica Dado T, denote a solugao de (11) por {c;(T), ki, (T)}H o

Aparentemente, para obter a solugao de (1) é suficiente avaliar, para cada t, os limites

lim ¢f(T) e lim k(7).

T—o0 T—o0

Contudo, a questao nao é tao simples assim.

Tempo Continuo

Considere o problema de escolher fungoes c(t) e k(t) continuas de forma a

max / e (o)) d (27)

sujeito a .
c(t) + k(t) + Mk(t) = f(k(t)) (28)

e k(0) = ko (dado). Observe a mudanga na notagao referente ao fator de desconto e a
taxa de depreciacao do estoque de capital. As fungoes U e f possuem as propriedades
anteriormente discutidas.

O primeiro passo do processo de resolu¢ao ¢ montar o hamiltoniano (H):

M =e"{U(c) +qlf (k) — M — ]}, (29)

Observe que k ¢ a varidvel de estado (state variable), ¢ € a varidvel de controle (control
variable) e q € a costate variable. Além de (28), as condigoes de primeira ordem sao

OH  dle™q  OH . B
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Como oH
5e =0 = Ul)=4
(§]
deftst aH !
[dt 1 - —ar = 0 gt e = —eglf (k) - A =
q /
i —[f'(k) = (A +9)],

a solucao é caracterizada por (28),

U'(c(t)) = q(t), (30)
4 _ i) —
O [f'(k(t) = (A +0)] (31)
’ tlirge_étq(t)k(t) =0. (32)

E possivel eliminar a costate variable g. Diferencie (30) com respeito a t para concluir

que
U"(c(t)e(t) = ().
Combine essa igualdade com (30), (31) e (32) para concluir que

U"(e(t)) .

WG(U = —[f'(k(t)) — (A +9)] (33)
e Lim e U (e(t))k(t) = 0. (34)

Assim sendo, as trajetéria de 6timas de ¢ e k sdo determinadas por (28), (33), pela
condigao inicial k(0) = ko e pela condi¢ao de transversalidade (34).

Sejam c* e k* os valores de steady-state das correspondentes varidveis. Esses valores
sao dados por f/(k*) = A+ d e ¢* = f(k*) — Ak*. Vale ressaltar que (34) é trivialmente
satisfeita em um steady-state.

Comparando as Solucoes

Encerraremos este tépico realizando uma comparacao das condigoes que caracterizam a
solucao para o problema em tempo discreto com aquelas de tempo continuo. Lembre
que nesse tltimo caso a solucao é caracterizada pelas seguintes igualdades: (28), (30),
(31) e (32).
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Quando o tempo é mensurado de forma discreta, a trajetéria 6tima de c e k é ca-
racterizada por (24), (21), (22) e (23). Existe uma 6bvia relacdo entre (28) e (24). No
tocante as demais condigoes, defina i, conforme especificado em (20) e a varidvel auxiliar
v de maneira que e~ = 3. Assim sendo, é possivel reescrever as demais CPO de (1) da
seguinte forma:

U,(Ct) = My, (35)
—py+ €y [(1 = 6) + (k)] = 0 (36)

e
tlim e ke = 0. (37)

Feito isto, ndo ¢ dificil identificar as semelhangas entre (30) e (35) e (32) e (37).

Apesar de isso ndo ser imediatamente visivel, existe uma semelhanga entre (31) e
(36). De fato, para economizar na notacao, denote e 7[1 — ¢ + f'(k;11)] por ;. Em
seguida, efetue uma mudanca de notacao de forma que t deixe de ser um subscrito e seja
escrito entre parénteses. Assim sendo,

—u(t) + p(t+ 1)x(t) = 0. (38)

Agora, seja s uma data maior que t. Assuma (essa hipétese serd discutida posterior-
mente) que

zt)=z(t+1)=z(t+2) - =z(s) = (39)
A igualdade (38) implica que
) = pl0)s'™* = ls) = ute) = ) (a0 — 1) — MO T

Agora, faca s — t. Esse procedimento leva a

du(t) 1 _ limmtis -1
dt u(t)  s5t t—s

Todavia, se x > 0, entao

liir%)xaa_ L =Inzx.
Logo, '
5 — —Inz=—Inf{e"[(1—6)+ f/(k)]} =~ — [l — 6 + f'(k)].

Agora, utilize o fato que In[1 —d + f'(k)] = [L =6+ f'(k)] — 1 = f'(k) — . Assim sendo,

Doqmp)+8 — L= rm)— @+

!
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Compare a iltima relagdo com (31) (seja cuidadoso com a notagao).

No tocante & hipétese introduzida em (39), segue-se um esbogo das justificativas para
a sua adogao: (i) s — t e (ii) ela nao foi utilizada para demonstrar um resultado (esse é
o principal argumento).



