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Anadlise Matematica para Economistas
Professor Alexandre B. Cunha
Exercicios Resolvidos

Comentérios

(1) Uma resposta que se inicia com a expressao Esbogo ¢ uma resposta incompleta.
As demais estao completas. O mesmo comentdrio vale para um trecho de resposta
qualificado como Esbocgo.

(2) Os simbolos > e < denotam, respectivamente, o comego e o fim de uma “dica”.
Uma “dica” nao faz parte da resposta propriamente dita. Contudo, ela conterd in-
formacao sobre algo que o seu professor utilizou para resolver o problema ou alguma
sugestao sobre como abordé-lo.

1.1

(2) Mostraremos que (i) A\(B N C) C (A\B) U (A\C) e (ii) (A\B) U (A\C) C
A\(B N C). Considere o item (i). Se z € A\(BNC), entao z € Aex ¢ BNC.
Porém, a afirmativa z ¢ B N C ¢é equivalente a [x ¢ B ou x ¢ C]. Logo, pode-se
concluir que [t € Aex ¢ Blou [z € Aex ¢ C]. Desta forma, x € A\B ou xz € A\C.
Assim sendo, © € (A\B) U (A\C). No tocante ao item (ii), seja  um elemento
genérico de (A\B) U (A\C). Logo, [t € Aex ¢ Bl ou[zx € Aex ¢ C]. Contudo,
isso implica que z € A e [x ¢ B ou z ¢ C]. Desta forma, x € Aex ¢ BNC. Por tal
motivo, z € A\(BNC).

(15) > Tendo em vista o enunciado do exercicio, a bije¢ao a ser construida pode ser
a mais simples possivel. Assim sendo, utilizaremos uma funcao linear. <
> Para se orientar, esboce o grafico da funcao a ser construida. <

Considere a fun¢ao com dominio em A (e contradominio contido em R) dada por

fz) =

—a n 1
b—a b—a

Z.

Observe que R(f) C B, pois

—a 1 —a 1 —a 1
- b—a+b—aa< b—a+b—ax< b—a+b—a
Logo, podemos assumir que o contradominio de f é igual a B. Resta mostrar que f
é (1) injetiva e (ii) sobrejetiva. Como

0 b=1.

—a 1 —a
Ty F# Ty => + T # + zy = [(z1) # [(22),
b—a b—a b—a b—a
f € injetiva. No tocante ao item (ii), seja y um elemento qualquer de B. Tendo em
vista que
—a 1
Yy = + r <= z=a+ (b—a)y,

b—a b-—a



para todo § € R existe Z € R tal que § e T satisfazem a pentltima igualdade. Para
concluir, é preciso mostrar que se § € B, entao T € A. Porém,

0<y<l = a=a+(b—a)l<a+(b—a)j<a+(b—a)l=b = a<ZT<b

(17a) Denote o conjunto f~(f(E)) por X. Mostraremos que (i) F C X e (ii)) X C F.

Comegaremos por (i). Observe que
rel = f(x)e f(E) = z€ f(f(F)=X.

Logo, £ C X. Com relagao ao item (ii), ¢ suficiente mostrar que se x ¢ I, entao
x ¢ X. Suponha que 27 ¢ . Como f & injetiva, nao existe z9 € F tal que x9 # x7 €
f(zy) = f(z1). Consequentemente, f(z;) ¢ f(F). Desta forma, z; & f~(f(E)).

No tocante ao exemplo solicitado, considere a funcao g : R — R, g(z) = 22. Ela

nao € injetiva, pois g(—3) = ¢(3). Seja E o conjunto {2}. Observe que g(F) = {4} e
g (g(B) ={-2,2} # E.
(17b) Denote o conjunto f(f '(H)) por Y. Mostraremos que (i) H C Y e (ii)
Y C H. Cousidere inicialmente o item (i). Seja y um elemento qualquer de H. Como
[ & sobrejetiva, existe © € A tal que f(z) = y. Evidentemente, x € f~!(H). Logo,
f(z) € f(fY(H)). Desta forma, y € Y. Considere agora a parte (ii). Seja y um
elemento genérico de Y. Logo, y faz parte da imagem de f~!(H). Assim sendo, existe
r € f~Y(H) tal que f(x) = y. Adicionalmente, f(z) € H. Como y = f(z), y € H.

No tocante ao exemplo solicitado, considere a funcao g definida no exercicio an-
terior. Ela nao & sobrejetiva, pois nao existe z € R tal que f(z) = —3. Seja H o

conjunto {—1,4}. Assim sendo, f~1(H) ={-2,2} e f(f ' (H)) = {4} # H.

(19) Denote a composi¢ao g o f por h. Mostraremos que (i) h € injetiva e (ii) h
¢é sobrejetiva.  Sejam aq e ay dois elementos distintos de A. Como f ¢é injetiva,
flay) # f(ag). Agora, utilize o fato que g também é injetiva para concluir que
h(a1) = g(f(a1)) # g(f(az)) = h(az). Logo, h & injetiva. Com respeito ao item (ii),
seja ¢ um elemento de C'. Como g ¢é sobrejetiva, existe b € B tal que g(b) = ¢. Por
outro lado, o fato de que f também é sobrejetiva implica que existe a € A tal que
f(a) =0b. Tendo em vista que h(a) = g(f(a)) = ¢, conclui-se que h é sobrejetiva.

(21) > Desenhe um diagrama com os conjuntos A, B, C' e H e setas representando
as fun¢oes envolvidas para se orientar. <
Inicialmente, observe que

(gof)'(H)={a€ A:g(f(a)) € H}.

Por outro lado,

g Y (H)={be B:gb) c H}. (1)

Adicionalmente, se S C B, entao

JNS)=1{acA: f(a) € S}.
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Como g 1(H) C B, podemos concluir que

fHg () ={a€A: fla) € g ' (H)}.

Combine a dltima igualdade com (1). Esse procedimento estabelece que

f g (H)={a€A: f(a) e{be B:yg(b) € H}}. (2)
Contudo,
fla)e {be B g(b) € H} <= g(f(a)) € H.

Combine a ultima afirmativa com (2) para concluir que

f g (H)) ={a€A:g(f(a)) € H}.

1.2

(1) Seja P(n) a afirmativa

Como
1

1 2
Y it=1=1= [51(1“)1 ,
i=1

P(1) é verdadeira. Suponha agora que P(n) se verifique. Assim sendo,

:ifﬁ - Bn(n n 1)] ) 3)

Ademais,

72

%n(n—l—l) +(n+1)? = ! 2(n—|—1)2—|—(n—|—1)3:i(n—|—1)2[n2—|—4(n—|—1)} —

| 4"
1 1? 1 1
§n(n—|—1) +(n+1)? = Z(n—l—l)2 [n” +4n + 4] :Z(n—l—l)Q(n—l—Z)2 =

2

:%n(n—l—l): +(n+1)7° = F(n+1)(n+2)1 :

Combine a dltima igualdade com (3) para concluir que

n+1

> it = B(n—l—l)(n—l—2)r.

i=1
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Desta forma, P(n + 1) também é verdadeira.

(11) Denote a soma mencionada no enunciado por S,. Observe que S; = 1, Sy = 4,
S3 =09, 5, =16 ¢ S5 = 25. Isso nos leva a seguinte conjectura:

S, =n2. (4)

A igualdade estd obviamente correta para n = 1. Resta provar que se a conjectura
estd correta para um n genérico, entao S, de fato é igual a (n + 1)2. Lembre que o
natural impar de ordem n + 1 é igual a 2(n + 1) — 1 = 2n + 1. Some este natural a
cada lado da igualdade (4) para concluir que

Spi1 =8, +2n+1)=n*+2n+1) = (n+1)%

conforme desejdvamos demonstrar.

(16) Seja P(n) a afirmativa [n* < 2"]. Como 12 < 2!, P(1) é verdadeira. Adicional-
mente, 22 > 22 32 > 23 e 42 > 2 P(2), P(3) e P(4) sao falsas; como 5% < 2° P(5)
¢é verdadeira.

Mostraremos agora que

n>5 = [P(n) = P(n+1).
Assuma que P(n) ¢ verdadeira. Assim sendo,
2" > n? = 2" s mi=nti =ttt )+ (0P -2n—1) =

2" > 1)+ (P -2n—1)>(n+1)2+(n*-2n—-8) =
2" > 4124+ (n—4)(n+2).

Comon > 5, (n—4)(n+2) > 0. Logo, (n+1)?+(n—4)(n+2) > (n+1)?. Concluimos
entao que 2" > (n 4 1)2.
Desta forma, P(n) é verdadeira para n = 1 e todo n > 5.

1.3

(3) > Desenhe um diagrama com os conjuntos .S do lado esquerdo e T' do lado direito
para o item (a) e com as posi¢oes invertidas para o item (b). <

(4) Seja S o conjunto {15,17,19,21,...}. Considere a fungao com dominio em N (e
contradominio contido em R) dada por

f(n) =2n+ 13.

Observe que f(n) ¢ um nidmero natural fmpar. Ademais, como n > 1, f(n) > 15.
Logo, podemos assumir que S é o contradominio de f. Tendo em vista que

n1 7é Ng —> 2711 +13 7é 2712 +13 = f(nl) 7é f(ng),

4



f é injetiva. Como
s—13

2 )
para todo 5 € S existe um nimero real i tal que 5§ e n satisfazem a peniltima
igualdade. Contudo, os fatos de que § é um natural fmpar e § > 15 implicam que
5—13 é um natural par. Logo, 57=213 € N; assim sendo, 1 € N. Podemos entao concluir
que [ é sobrejetiva.

s=2n+13 <— n =

(12) Seja P(N,,) o conjunto de todos os subconjuntos de N,,. O exercicio 1.3.11
implica que P(N,,) ¢ finito. Logo, P(N,,) é contdvel e, como consequéncia do Teorema
1.3.12, U, P(N,,) é contavel. Suponha agora que a inclusao F(N) C U2 P(N,,) se
verifique. Nesse caso, o Teorema 1.3.9.a implica que F(N) é contdvel. Assim sendo,
resta mostrar que a inclusao em questao é verdadeira. Seja A um elemento qualquer
de F(N). Como A ¢ finito, existe um nimero natural k tal que k > a para todo
a € A. Logo, A C N;. Desta forma, A ¢ integrante da familia P(Ny), a qual por sua
vez estd contida em US° ;P(N,,). Assim sendo, A € U, P(N,,).

2.2
(2) Observe que

la+b] = la] +[b] <= Ja+0* = (| + [b]).
Agora, utilize as propriedades do valor absoluto para concluir que

(@ +b)?| = |a]® + 2|a||b] + |b]* <= (a+b)* = a® + 2|ab| + b* =
a’ 4 2ab +b* = a® + 2|ab| + b* < ab = |ab|.

Contudo, a defini¢ao de valor absoluto implica que ab = |ab| se e somente ab > 0.
Assim sendo,
la 4+ 0| = |a] +|b] <= ab > 0.

(14) > Desenhe a linha reta e as vizinhangas e se convenga de que v = min{e, 0} no
caso da intersecao e v = max{e,d} no caso da uniao. <
Assuma, sem perda de generalidade, que € < 0. Observe que V.(a) C Vs(a), pois
se |x —a| < e, entao |r —a| < 4. Logo, V.(a) UVs(a) = Vs(a) e Vo(a) N Vs(a) = V.(a).
Considere agora o caso da uniao. Faga v = 0. Isso implica que, conforme solici-
tado, Vz(a) UVs(a) = V4(a). Para o caso da intersegao, faga v = ¢, de onde se conclui

que V.(a) N Vi(a) = V3 (a).

(15) > Desenhe a linha reta, marque os pontos a e b e o ponto médio entre eles e se
convenga de que qualquer € < (b — a)/2 serd uma escolha adequada. <



Assuma, sem perda de generalidade, que a < b. Defina ¢ = (b — a)/2. Observe
que

b—a

r € Vo) = |r—a|l<e = z2—a<e = z—a<

b— b— b—
r—b < Ta—l—a—b:>b—x>b—a— 2a: 2a:>

b—x > ¢ = |z —b>e = ¢ V.(b)) = V(a)NV.(b) = 2.

—

(16a) Esbogo Assuma, sem perda de generalidade, que a < b. Logo, min{a,b} = a e
max{a,b} = b.

(a+b+la—0b]) = a+b+b—a=2b
(a+b—la—0]) = a+b—b+a=2a

(16b) Suponha que
min{a,b} < c. (5)

Logo, min{min{a,b},c} = min{a,b}. Por outro lado, (5) implica que a < ¢ ou
b < c¢. Desta forma, min{a,b,c} nao poderd ser igual a ¢, de onde se conclui que
min{a, b, c} = min{a,b}. Considere agora caso em que (5) nao se verifica. Em tal
contexto, min{min{a, b}, c} = c. Ademais, a > c e b > ¢; assim sendo, min{a, b, c} =
c.

2.3

(5) Esbogo Seja T o conjunto {t € R: —t € S}. E preciso mostrar que supT = —so,
onde s¢ denota inf S. Porém, isso foi feito no Apéndice das nota de aula do tépico 2
(ver Corolério 1).

(9) Para simplificar a notacao, denote max{sup A,sup B} por c¢. Seja x qualquer
elemento de AUB. Sex € A, entao x <sup A < c¢;sex € B, entao x < sup B < c.
Concluimos entao que = < c¢. Logo, ¢ é uma cota superior de A U B. Raciocinio
similar estabelece que z > min{inf A, sup B}. Assim sendo, A U B é um conjunto
limitado.

Para encerrar, mostraremos que ¢ é a menor cota superior de AU B. Sem perda
de generalidade, assuma que sup A < sup B. Seja y um nimero qualquer menor que
c. Como ¢ = sup B, entao existe s, € B tal que y < s,. Como s, € AUB, concluimos
que y nao é uma cota superior de AU B. Assim sendo, ¢ é a menor cota superior de

AUB.
(10)>zelS — z€S = infS<z<supS
(11) Inicialmente, observe que sup{s*,u} > u e sup{s*,u} > s* > s para todo s € S.

Desta forma, sup{s*,u} ¢ uma cota superior de S U {u}. Para concluir o exercicio,
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basta mostrar que se y ¢ um nimero real menor que sup{s*,u}, entao y nao ¢ uma
cota superior de S U {u}. De fato, se y < sup{s*,u}, entao y < s* ou y < u. Se
a ultima desigualdade se verifica, entao y nao ¢ uma cota superior de S U {u}. Por
outro lado, se y < s*, entao existe &' € S tal que y < s'. Como s também pertence a
S U {u}, conclui-se que y nao é uma cota superior de S U {u}.

Comentdrios: (i) A resposta acima nao utiliza a hipétese de que s* € S. (ii) Este
problema é um caso particular do exercicio 9.

(12) Esbogo P(n): um subconjunto de R com n elementos contém o seu supremo.
A afirmativa P(1) é trivialmente verdadeira. Utilize o execicio anterior para concluir

que [P(n) = P(n+1)].

2.4

(1) Seja S o conjunto em questao. Claramente, s < 1 para todo s € S. Logo, 1 é uma
cota superior para S. Seja x qualquer nimero menor do que 1. Basta mostrar que x
nao é uma cota superior de S. Seja n, um natural qualquer tal que n, > (1 — x)~ 1.

Assim sendo,

1 1
l—-z2>— — 1—— > ux.

Ny Ny
(2) >
1 1 1 1 1 1
-1<-—-<-—-—<--=-X<1«
“n 17 n m~—1 m~
Denote inf S' e sup S por, respectivamente, a e b. Mostraremos que a = —1 e
b = 1. Considere inicialmente o supremo. Observe que
1 1 1
1>=>=- =

n-n m
Logo, 1 & uma cota superior de S. Seja # um numero real menor que 1. E preciso
mostrar que x nao é uma cota superior de S. Dado z, escolha m, € N de forma que
my > (1 —x)~!. Assim sendo,
1 1

= — <1l-z = z<1l—-——¢€f.
1—2x My My

my >

No tocante ao infimo,

1 1 1 1
12— = -1<—— = -1<——-—.
m m n m

Desta forma, —1 é uma cota inferior de S. Resta mostrar que se y é um nimero real
maior que —1, entao y nao é uma cota inferior de S. Dado y, escolha n, € N de
forma que n, > (14 y)~'. Assim sendo,

1 1 1
ny>—— = l4+y>— — y>—-1€5.
I+y Ty Ty



(5) Esbogo Faca S = f(X) no Exemplo 2.4.1(a). Logo,

a+sup f(X) =sup{a+ f(X)}.

Além disso,

0t f(X) = {aty:ye f(X) = {at f(x):xe X} —
sup{a + f(X)} = sup{a+ f(x) : z € X}.

Desta forma,

a+sup{f(z):x € X} =a+sup f(X) =sup{a+ f(X)} =sup{a+ f(z): 2 € X}.

Com relacao a parte referente ao infimo, utilize o raciocinio apresentado no livro
texto para mostrar que a 4 inf f(X) = inf{a + f(X)} e em seguida aplique um
argumento similar ao que foi desenvolvido nesta resposta. Outra opcao consiste em
considerar a funcao g(x) = —f(x) e aplicar o Exercicio 2.3.5 repetidas vezes. Como
(i) —a +sup g(X) = sup{—a + g(X)} (acabamos de provar este ponto), (ii) g(X) =
—f(X) e (iii) sup g(X) = —inf f(X), podemos concluir que

—la+inf{a+ f(z): z € X} = —[a+inf f(X)] = —a —inf f(X) = —a + sup g(X).
Ademais,

sup{—a+ g(X)} =sup{—(a+y):y € f(X)} = —infla+y:ye f(X)}
Assim sendo,

—la+inf{la+ f(z):z € X} =—inf{a+y:ye€ f(X)} =—inf{a+ f(x): 2 € X}.

(6) Notagao: S=A+ B;a=s

Mostraremos que: (i) §=a+be (ii) § = a + b.

Condigao (i) Como a < @ para todo a € A e b < b para todo b € B, podemos
concluir que

upAea=infA; b, b, 35, & significado equivalente.

a+b<a+b Yac A VbeB.

Logo, s < a+b para todo s € S. Logo, @a+b é uma cota superior de S. Seja x qualquer
nimero menor do que @+ b. B preciso mostrar que x nao é uma cota superior de S.
Como z < @+ b, existe um nimero ¢ > 0 tal que

r<a+b—2c = v<(@—e)+(b—oe).

Tendo em vista que @ = sup A, existe a; € A tal que a1 > @ — e. Similarmente, existe
by € B tal que b; > b — . Assim sendo,

r<a+b €85.
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Logo, = nao é uma cota superior de S.
Condigao (ii) Esbogo [raciocinio similar ao utilizado para (i)]

a+b<a+b,VYae A VbeB

a+bé cota inferior de S Se y > a-+b, entao existe e > tal que y > (a+e)+ (b+e).
Como a e b sao infimos de..., y > ag + by € S.

(7) Esbogo
f(z) < sup () & g(z) < sp g(t) = [f(z) +g(z) < sup f(t) + sup 9(t)

inf /(1) < f(2) & infg(t) < g(x) = inf /(1) +infg(t) < [(x) + g(x)

Exemplo “igualdades”: X ={z € R: -1 <z <1}, f(z) =g(x) = =.

Exemplo “desigualdades”: X ={r e R: -1 <z <1}, f(z)=zeg(x)=—2x.

Obs.: para entender a diferenga entre as questoes 6 e 7, considere o exemplo “de-
sigualdades”. Neste caso, f(X) = ¢g(X) = X, (f +9)(X) = {0} e f(X) +9(X) =
{reR:—-2<x <2},

(11) Seja (Z,y) um elemento genérico de X x Y. Observe que
Mz, §) < sup h(Z,y) = F(T) < sup F().
Y T

Logo, sup, F'(x) é uma cota superior de h. Como sup, , h(z,y) é a menor cota superior

de h,
sup h(z,y) < sup F(z). (6)

xfy
Por outro lado,

h(z,5) < sup h(z, ).

I7y
Assim sendo, sup,, h(z,y) é uma cota superior de {h(Z,y) : y € Y'}. Tendo em vista
que F(Z) é a menor cota superior do conjunto em questao,

F(z) < sup h(z,y).

x7y
Desta forma, sup, , h(r,y) é uma cota superior de F. Como sup, F'(x) é a menor
cota superior de F/,
sup F'(z) < sup h(zx,y).
x

xiy

Combine esta desigualdade com (6) para concluir que
sup F'(x) = sup h(zx,y).
T T,y

Por fim, raciocinio similar estabelece que sup, G(y) = sup,., h(z,y).

(13) Esbogo Pela Propriedade de Arquimedes (2.4.3), dado y > 0, existe n, tal que
y ! < n,. Utilize o principio da indugiao para mostrar que n < 2" para todo n € N.
Logo, y~ ! < 2",



2.5

(7) Para economizar na notagao, denote o conjunto N, I,, por A. Como 0 € [,, para

todo n, entao 0 € A. Seja x um nidmero real diferente de zero. Se x < 0, entao
x ¢ Iy; logo, © ¢ A. Se x > 0, entao existe n, € N tal que n, > 1. Logo, - < &

x

ex & I, . Assim sendo, x ¢ A. Concluimos entao que 0 é o tnico elemento de A.

Logo, A = {0}.

3.1

(5d) >
1 5 <
Ty — =|=—5
2 4n?2 + 6
>
9 5 9 D 9 5 5
— < &= AnfH 66> - = 4dnT > - &&= n > — = n>— <
4n?2 4+ 6 € € 4e 4e

Seja K (€) o primeiro natural maior que 5/(4¢). Assim sendo,

n > K(e) :>n>E :>nQ>E :>4n2>§ :>4n2—|—6>§ =

4e 4e € €
4n® 4+ 6 1 N 1 5 -
- Tp— | = <e&.
5 € 2| 4n%2+46
(8) Inicialmente, observe que como |z, — 0] = ||z, | — 0|, podemos concluir que

|z, — 0| <e <= ||z, — 0] <&
para qualquer . Desta forma,
n>KE) = |z, —0|<e] <= [n>K() = ||z — 0] <el.

No tocante ao exemplo, considere a sequéncia definida por x,, = (—1)". Claramente,
|zn| — 1, ao passo que (z,) nao converge.

3.2

(7) Nao podemos utilizar o Teorema 3.2.3 devido ao fato de nao se saber se (b,) é ou
nao convergente.
Seja M um real tal que |b,| < M para todo n. Observe que

0 <layb,| < la,|M.
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Use os Teoremas 3.2.9 e 3.2.3.a para concluir que lim(|a,|M) = 0. Em seguida, utilize

o Teorema 3.2.7 (Teorema do Sanduiche) para mostrar que lim |a,b,| = 0. Por fim,
utilize o exercicio 3.1.8 para concluir que lim(a,b,) = 0.
(9) Esbogo

Vn+1+/n 1
= () T = =

—

1
vn
0<y —
\/_
Aplique Teorema 3.2.7 para mostrar que lim(y,,) =
Defina z,, de acordo com

1
Zn=Al1+—+1.
n

Observe que \/ny, = 1/z, (detalhes abaixo).

\/Zyn

Jn n 1 1
nyn = — e
\/n2+n+n 1_|_%_|_1 Zn

Vit (VA= Vi) = Vi = (Vi - ) YEEEER

Mostra-se a seguir que lim(z,) = 2. Dado € > 0, defina K (¢) como o primeiro natural
maior que (2¢ + €%)~!. Assim sendo,

1 1 1
"= (¢) " et (1+e)2—-1 n (1+¢)

1 [ 1 [ 1
I < 1+-<(1+4e)? = 1</l+=-<1l+e = 0</l+--1<e =
n n n
[ 1
0 < l+—41-2<e = 0<2z,—-2<e = |2, —2|<e.
n

Aplique o Teorema 3.2.3.b para concluir que

. 1 1
lim(v/ny,) = T =—.

m(z,) 2

(14) Esbogo
< At b <2 = b< (0" 4+ 07)E < 240
O Exemplo 3.1.11(c) implica que
lim (2%) ~1. (7)
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Aplique os Teoremas 3.2.3.a e 3.2.7 para concluir que (a” + bn)% — .

(17) E suficiente mostrar que a sequéncia (z,) nio possui cota superior. Dado & €
(0,L — 1), existe K € N tal que se n > K, entao

Tn41
‘L— " <e

Tn

Aplique a desigualdade triangular para concluir que

x x x x x
|L|§‘L— n+1 n—+1 n—+1 —|—€:>L< n+l_|_6:> n+1>L_€'
Tn T Tn Tn Tn

Defina C'=L —e. Como e < L —1, C' > 1. Assim sendo,
x
il s 0> 1. (8)

T

Utilizaremos o Principio da Inducao para mostrar que

T, > xC R (9)

para todo n > K. A desigualdade em questao é trivialmente satisfeita para n = K.
Adicionalmente, (8) implica que x,,; > Cz,. Combine essa desigualdade com (9)

para concluir que
K 1-K
Tn41 > O.’EKOn = $K0n+ .

Seja A um nimero real qualquer. Se A < 0, entao é trivial que A nao é uma cota
superior de (z,). Assuma que A > 0. Seja n um natural que satisfaz a condi¢ao

ln |:33K37K:|
n > max T,
Assim sendo,
> M — nInC>ln|———| =
" InC n " rgC—K
In(C™) > 1 . :>O”>i:> CmE > A
n n (L‘KCLK Z’KCLK K ’

Como n > K, podemos combinar a iltima desigualdade com (9) e para concluir que
xn > A. Desta forma, (x,) nao é limitada superiormente.

(18) Esbogo > Aplique o Teorema 3.2.11 e o exercicio anterior. < Notagao: (x,)
corresponde a sequéncia investigada.

12



T n+1 2 1\’ T
”“:a< >:a<1—|——> :>lim<n+1>:a<1:>lim(xn):0

T

2
1
Tl () o (——— ) — him () 2>
Ty, n+1 1+1/n Ty

Logo, (x,) ¢ divergente.

()

Ty vt nl b Ty,
o — = — lim () =0 = lim(z,) =0
T, (m+ 1) n+1 T,
(d)
n n-—1 1
0<z,=—x XX —X—<1x1x:-X1x—=—
n n n o n n o n

Aplique o Teorema do Sanduiche para concluir que lim(z,) = 0.

(21) Sim, (y,) é convergente. Adicionalmente, lim(y,) = lim(z,). Detalhes abaixo.
Solugao 1 Esbogo Seja (z,) a sequéncia definida por z, = y, — x,. Mostre que
lim(z,) = 0. Por fim, como y,, = z, + z,, &€ possivel aplicar o item (a) do Teorema
3.2.3 para concluir que lim(y,) = lim(x,,) + lim(z,).

Solugao 2 > Apesar de isso nao ser explicitado no enunciado, o nimero M depende
de e. < Seja x o limite de (z,,) e € um numero positivo qualquer. Logo, existem
naturais K;(¢/2) e M(e/2) tais que

n>Ky(e/2) = |z, — x| <e/2

n>ME/2) = |y — zn| < /2.
Defina K, (¢) = max{K,(c/2), M(¢/2)}. Assim sendo,

n>Ky(e) = |yn— zp| +|2n — 2| <e/24¢/2=c¢.
Utilize a desigualde triangular para concluir que

n>K/(e) = |y, —z| <e.

3.3

(1) Seja P(n) a afirmativa
0§£n+1§xn§8

13



2

Utilizaremos o Principio da Indugao para mostrar que ela é verdadeira para todo
n € N. Como z; = 8 e 9y = 6, P(1) é verdadeira. Agora, assuma que P(n) se
verifique. Logo,

1

1 1 1
0 §$n+1§§$n§4:>2§§$n+1+2§§$n+2§6:>

2 < xn+2§xn+1§6 - 0§£n+2§xn+1§8-

IN

Tendo em vista que P(n) é verdadeira para todo n € N, concluimos que (z,) é
decrescente e limitada (logo, ela é convergente). Por fim, denote o seu limite por x.
Desta forma,

1 1
x:§x+2 == §x:2 = x =4.
(2) > A equacgao s — 2s + 1 = 0 tem uma tnica raiz, sendo ela igual a 1. <
Esbogo Utilize o Principio da Inducao para mostrar que x,, > 1 para todo n. Em
seguida, utilize o fato de que x,, > 0 para mostrar que x, 1 — z, < 0 para todo n,
detalhes abaixo.

1 1
2
xn+1:2—x= — xn+1—xn:2—x=—xn — xn+1—xn:—x=(xn—2mn—l—1)
n n n

Desta forma, 1 < x,,1 < z, < x; para todo n. Assim sendo, (x,) converge para um

nidmero T > 1. Por fim, resolva a equagao & = 2 — 1/Z para concluir = 1.

(3) > A equagao s? — 3s + 2 = 0 tem duas raizes, 1 e 2. <
Esbogo Seja P(n) a afirmativa x, > 2. P(1): ver enunciado. [P(n) = P(n+1)}:
logo abaixo.

Tpn>2 = 2,—121 = Vo,—-121 = 1 =14+vVr,—12>2

Seja Q(n) a afirmativa z, 1 < x,. Observe que

Tpi1 > Ty — 1+, —1>2, = mi—3mn—|—2<0 = z, € (1,2).
Logo, 2 < z,,1 < z, < x1 para todo n. Utilize a equacao da dica para concluir que
lim(z,) = 2. Lembre que ¢é preciso justificar o motivo pelo qual o limite nao pode ser
igual a outra raiz.

(6) > Inicialmente, observe que a igualdade z = v/a + 2z ¢é equivalente & equagao

22— 2—a=0.

As raizes dessa equacao sao

1—\/1—|—4a<0 1++v1+4a
- v-r= e ~rv-r-

> 0.
2 2

I
I

Z =
Considere o seguinte gréfico:

14
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<

Lembre que z; > 0. Neste momento, o seu professor tem as seguintes conjecturas:
se z1 = Z, entao z, = Z para todo n (isso ¢é trivialmente verdade); se z; < Z, entao
(z,,) converge para Z de forma crescente; se z; > Z, entao (z,) converge para Z de
forma decrescente. <

A anélise serd divida em trés casos: (I) 2y =2, (II) 0 < 2y < Z e (IIT) 21 > Z.

Caso I Suponha que z, = Z. Logo,

Zn = NQ+ 2y = Zn = Zni1-

Desta forma, o Principio da Inducao estabelece que z, = Z para todo n. Isso implica
que lim(z,) = Z.

Caso II Mostraremos que (z,) € (i) limitada e (ii) crescente. Com relagao a
afirmativa (i), como 0 < z; < Z, basta mostrar que

0<2, <2 = 0< 241 < %

De fato,

0<2z, <z = 0<a+zm<a+z = 0<Vat+z,<Va+2z = 0<2,41 <2

Considere agora a afirmativa (ii). Utilizaremos o Principio da Indugao para
estabelecer que z, < z,,;. Para mostrar que z; < zy, é suficiente mostrar que
[2¢ > 29 = 2; > Z|. Observe que

21> 29 = 21 >Va+ 2z = z%>a—|—z1 — z%—zl—a>0.

Como z; > 0, concluimos que z; > Z (B> ver gréfico antes da resolugao <1. Adicional-
mente,

Zn < Znt1 = a+ 2y < a+ 21 = \/a_l_zn < \/a+zn+l = Zn+1 < Zn42-
Como (z,) ¢ limitada e crescente, ela possui um limite. Agora, observe que

Zny1 = a—l—zn:>zfl+1:a—|—zn:>
lim(2,)]? = a+lim(z,) = [lim(z,)]* — lim(z,) —a = 0.

Assim sendo, lim(z,) = Z.

15



Caso II1 Esboco Modifique o raciocinio utilizado no caso anterior para mos-
trar que (z,) ¢ limitada e decrescente e que ela converge para Zz.

>> Inicialmente, mostre que a sequéncia é decrescente. Com relagao a ela ser limitada,
o fato de ela ser decrescente implica que z; ¢ uma cota superior para (z,). Basta
entao mostrar que [z, > Z = z,,1 > Z|. <

(7) Esbogo Mostre que 0 < a < z, e z, < x,,1 para todo n. Logo, se (z,)
converge, entao lim(x,) > 0. Suponha que (z,) converge e denote o seu limite por x.
Observe que ! > 0. Adicionalmente, z = x + 2!, de onde se conclui que 2! = 0
(contradi¢ao).

(9) Se u € S, entao utilize a sequéncia constante dada por x, = u. Suponha agora
que u & S. Desta forma, para todo n € N existe um nimero y, € S tal que

1
u—— <y, <u. (10)
n
Defina (z,) recursivamente de forma que 1 = y; e z, = max{y,,z, 1}. Como

Tp > Tyo1, (x,) é crescente. Seja P(n) a afirmativa

u—— <z, <u.

S|

Combine o fato de que z; = y; e (10) para concluir que P(1) ¢é verdadeira. Suponha
que P(n) seja verdade. Se 1 = Yny1, entao (10) implica que P(n + 1) se verifica.
Suponha agora que , 11 = x,. Observe que P(n) implica que z,,; < u. Ademais,
Tpt1 = Yny1 > u— 1/(n+1). Desta forma, P(n + 1) também se verifica no caso em
andlise. Combine P(n) com o Teorema do Sanduiche para concluir que lim(z,) = u.
Obs.: nao se pode afirmar que (y,) é crescente.

(12) >
() (32 (s () oa-t

Esbocgo Para a “parte mondétona”, prove que X é crescente por inducao ou use o fato

de que 2,1 = 2, + (n+1)"2 Com relagao & “parte limitada”, lembre que conforme
a dica fornecida no livro,

1 1 1 1
- < = - - =
727 a0=1 -1
para j > 2. Adicionalmente,

"1 u 1 1
Typ =1+ - <1+ (.———.>

2
=2 =2
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n n n n n—1
1 1> Z 1 1 Z 1 Zl 1
j2<J—1 J A Il s
n—1 n—1
1 1 1 1
1+ - = - ——=1-—.
k j n n
k=2 j=2

Desta forma,

1
<z, <l4+1—-—<2
n

3.4

(5) Esbogo Suponha que lim(z,) = z. Logo, lim(zy, 1) = lim(zy,) = 2. Assim
sendo, lim(z,) = lim(y,) = 2. Assuma agora que lim(z,) = lim(y,) = 2. Seja € um
nidmero positivo qualquer. Logo, existe um natural K/ tal |z, — z| < ¢ para todo
n > K. Por sua vez, seja K, um natural impar tal que

K,+1 > K
5 =
Vale ressaltar que (K, + 1)/2 é um nimero natural. Assim sendo,

b Hatl

= |z, —z|<e| = 2n—-1>K, = |29, 1— 2| <¢].

Assim sendo, se m > K, é um natural fmpar, entao |z, — z| < . De forma similar,
existe um natural par K, tal que

2n > K, = |z, — 2| <e.

Logo, se m > K, é um natural par, entao |z, — 2| < e. Agora, defina K =
max{ K, K,}. Assim sendo, |2z, — 2| < € para todo m > K.

(12) > Lembre que uma sequéncia ¢ ilimitada se para todo A € R existir n(A) € N

tal que |2, 4 > A. <

> Lembre que nj, é um nimero natural que depende de k. <

Inicialmente, observe que se uma sequéncia X é ilimitada, entao toda cauda-m da dita

sequéncia também ¢ ilimitada. De fato, dado um natural m, suponha que exista um

nimero real A que seja uma cota superior para | X,,|. Logo, max{|x1|,|zs|, ..., |Tm|, A}

seria uma cota superior para |X|, o que contradiz a hipétese de que X ¢ ilimitada.
Como X é ilimitada, existe um natural ny tal que |z,,| > 1. Por sua vez, a cauda

X,, também é ilimitada. Logo, existe um natural ny tal que |z,,| > 2, sendo que z,,
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é um termo da cauda X,,. De forma similar, existe um termo z,, da cauda X,, com
a propriedade de que |z,,| > 3. Construa a subsequéncia (z,, ) desta forma recursiva.

Resta mostrar que lim(1/z,,) = 0. Dado ¢ > 0, seja K(g) o primeiro natural
maior que £ 1. Assim sendo,

1

k>K(e) = |z, | >k>e " = |—|<e =
xn

1
——0‘ < e.
k (Enk

Desta forma, lim(1/x,, ) = 0.

(14) Seja X a sequéncia mencionada no enunciado da questao. Seja m um natural
qualquer e X,, a correspondente cauda-m. Mostraremos que sup X,,, = s. Como X
é limitada, X,, também é limitada. Logo, X,, possul um supremo que é menor que
ou igual a s (pois s também é uma cota superior de X,,). Defina o nimero A de
forma que A = max{xy, 9, ..., Tpy,sup X,,}. Observe que A é uma cota superior de
X. Como s ¢ {x, : n € N}, max{xy,29,...,Tn} < s. Desta forma, se sup X,, fosse
menor que s, concluirfamos que A é menor que s, o que contradiz a hipdtese de que
s & a menor cota superior de X. Assim sendo, sup X,, = s.

Dito isto, seja (yx) a sequéncia dada por y, = s — 1/k. Como s é o supremo de X
e yr < s para todo k, existe um termo z,, tal que y; < x,, < s. Por sua vez, s éo
supremo de X,,,. Logo, existe um termo x,, de X,,, tal que yy < z,,, < s. Argumento
similar estabelece que existe um termo z,, de X, tal que y3 < z,, < s. Construa a
subsequéncia (z,,) desta forma recursiva.

Resta mostrar que lim(z,,) = s. Tendo em vista que lim(yy) = se yp < @y, < S
para todo k, é possivel aplicar o Teorema 3.2.7 (sanduiche) para obter o resultado
desejado.

3.5

(2a) Inicialmente, observe que se m > n, entao

m+1 n-+1 n—m m-—n
m n mn mn

T — Tp =

Dado ¢, seja H (¢) qualquer mimero natural maior que ¢ 1. Logo, param > n > H(e),

1 1 1 m m—n
He)>- = n>- = —<e = —<¢e¢ =
g g n mn mn

< E.

(2b) Os exercicios 14 e 16 da Sec¢ao 1.2 implicam que para todo n > 5,
n? <nl. (11)

Para referéncia futura, mostraremos que, para todo m e n tal que m > n,

m

1
> 5 <

j=n+1 J

. (12)

S

18



De fato,

Desta forma,

Zm 1 Zm 1 Zm 1 1
5 = — — .
PO A P VR OV B PR J
m m m—1 m
1 1 1 1 1 1 1
T2 T i T
j=n—+1 j=n+1 j=n j=n+1
Agora, observe que se m > n, entao
! + ! + ...+ L
Ty — Ty = e+ —.
(n+1)!  (n+2)! m!

Combine a dltima igualdade com (11) para concluir que se m > n > 5, entao

1 1
m — 4dn S o Y
| T (n—|—1)2+(n—|—2) —I— Z

j= n+1

Assim sendo, podemos utilizar (11) para afirmar que se m > n > 5, entao
1
e (13)
n’

Estamos agora aptos a estabelecer que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Dado
e > 0, seja H(g) qualquer natural maior que max{e~1,5}. Logo,
1 1
n>HlE) = n>- = —<e.
€ n
Assim sendo, se m >n > H(e), |ty — x| < e.
(12) Esbogo Utilize indugao para mostrar que x, > 0 para todo n. Agora, observe

que

1 1 B |Tni1 — Tl
24 Tny1 242, (24 T001)(2+2,)

1
|Tpi2 — Tnpa] = < Z|xn+l -

Logo, (x,) ¢ uma contragao.
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