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Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questoes.

(1) Considere a sequéncia de nimeros reais definida recursivamente por y; = 33 e

1
Yn+1 = gyn +4.

Prove que (y,) é convergente e calcule o seu limite.

(2) Sejam b um nimero real menor que 1 e (z,) a sequéncia definida por

b'fl

Mostre que lim(z,) = 0.

(3) Considere a sequéncia de intervalos dada por

1
I, = [3,3—1——).
n

(1. = {3}.

Mostre que

Respostas

(1) Seja P(n) a afirmativa
0 < Yny1 < Yn < 33.

Utilizaremos o Principio da Inducao para mostrar que ela é verdadeira para todo n € N.
Como y; = 33 e yo = 15, P(1) é verdadeira. Agora, assuma que P(n) se verifique. Logo,

1 1 1 1
4 < Y2 S Yn1 <15 = 0 < ypyo < Ypgr < 33.

IA

Tendo em vista que P(n) é verdadeira para todo n € N, concluimos que (y,) é
decrescente e limitada. Logo, ela é convergente. Por fim, denote o seu limite por y.
Desta forma,

1
y:§y+4 = Jy=y+12 = 2y=12 = y=06.



(2) Inicialmente, observe que z, > 0 para todo n € N. Adicionalmente,

Zngl prtl n_5_b n 5—b 1 >
Zn  (n+1)PFbr “\n+1)  \1+1/n/)

Como 1+ (1/n) # 0 elim(1+ 1/n) =1, podemos concluir que

I L Yo — LY L
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lim <z”+1> — b
Zn

Tendo em vista que b € (0,1), lim(z,) = 0.

Desta forma,

(3) Denote o conjunto N9, 17, por A. Como 3 € I, para todo n, 3 € A. Seja x um
nimero real diferente de 3. Concluiremos a resposta mostrando que = ¢ A. H& dois
casos a considerar: (i) x < 3 e (ii) x > 3. Considere o caso (i). Em tal contexto, = ¢ I;.
Logo, * ¢ A. No tocante ao caso (ii), seja N qualquer natural maior que 1/(z — 3).
Desta forma,

1 1

Assim sendo, = ¢ A.



