UFRJ Anadlise Matemadtica para Economistas P1 2020/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questoes.

(1) Sejam f uma funcdo de X em Y e A e B dois subconjuntos de X. Mostre que

f(A)U f(B) € f(AUB).

(2) Utilize o Principio da Indugao para provar que
z”: 1" 1-(1/3)"
- \3) 2
=1

para todo n € N.

(3) Sejam A e B dois conjuntos limitados e ndo vazios contidos em R. Mostre que

ACB=infB<infA<supA<supB.

Respostas

(1) Seja y qualquer elemento de f(A) U f(B). Logo, (i) y € f(A) ou (ii) y € f(B). Se
(i) se verifica, entao existe x € A tal que f(z) =y. Como = também pertence a AU B,
pode se concluir que f(z) € f(AU B). Tendo em vista que y = f(x),y € f(AUB). O
mesmo raciocinio estabelece que se (ii) é verdadeira, entdao y € f(A U B). Desta forma,
y certamente ¢ um elemento de f(A U B). Logo, f(A)U f(B) C f(AU B).

(2) Seja P(n) a afirmativa em andlise. Como

S

entdao P(1) é verdadeira. Resta mostrar que [P(n) = P(n + 1)]. Assuma que P(n) se
verifica e some (1/3)"*! a ambos os lados da igualdade. Desta forma,

%(1) 1—(1/3)”+(1)"“: 1—(1/3)" +2 % (1/3)""! .

3 2 3 2

=1

— (1Y’ 1—(1/3)"[1—2x (1/3)] 1—(1/3)"[1/3] 1—(1/3)""
2 (3) - 2 - 2 - 2 '

1=1

Logo, P(n + 1) também se verifica.



(3) Seja x qualquer elemento de A. As definigoes de infimo e supremo implicam que
inf A <z <supA. Assim sendo,

inf A < sup A. (1)

Adicionalmente, o fato de que A C B implica que x € B. Desta forma, x < sup B.
Logo, sup B é uma cota superior de A. Como sup A é a menor cota superior de A,

sup A < sup B. (2)

Similarmente, inf B < x, o que implica que inf B é uma cota inferior de A. Tendo em
vista que inf A é a maior cota inferior de A,

inf B < inf A. (3)

Combine as desigualdades (1), (2) e (3) para obter o resultado desejado.



UFRJ Anadlise Matemadtica para Economistas P2 2020/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questoes.

(1) Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Mostre que se (z,,) é convergente, entao
(x,) € uma sequéncia de Cauchy.

(2) Seja (yn) a sequéncia de nimeros reais definida indutivamente por y,+1 = 3y, +4 €
y; = 16. Prove que (y,) é convergente e calcule o seu limite.

(3) Considere o problema de selecionar {c;, kiy1}:°, de forma a maximizar

Z Blu(cr)

sujeito a restricao

Ct+kt+1 — (1 —5)]{?,5 S f(kt) 5 k() = ]ju' .

Ambas as fungoes u e f s@o estritamente crescentes, concavas, diferencidveis e satisfazem
a condicao de Inada. Monte a fungao de Lagrange e enuncie as condigoes de primeira
ordem. Em seguida, caracterize a solugdo do problema (a sua caracterizagdo nao pode
depender do multiplicador de Lagrange).

Respostas

(1) Seja € um real positivo. Como (z,,) é convergente, existem um natural K(£/2) e um
real x tal que

|z, — 2| <e/2 & |xy — x| <e/2
para todo m,n > K(¢/2). Defina H(¢) = K(¢/2) e suponha que m,n > H(e). Assim
sendo,

|Tp — | = (2 — 2) + (2 — 20| <2 — 2| + |20 — 2| <€/24€/2=c =

|zn — x| < e.

(2) Seja P(n) a afirmativa
0 < Ynt+1 < yn < 16.

Utilizaremos o Principio da Inducao para mostrar que ela é verdadeira para todo n € N.
Como y; = 16 e yo = 12, P(1) é verdadeira. Agora, assuma que P(n) se verifique. Logo,

1 1 1 1
EynHSiynS8=>4§§yn+1+4§§yn+4§12=>

Yn+2 S Yn+1 S 12=0 S Yn+2 S Yn+1 S 16.

S
INA



Tendo em vista que P(n) é verdadeira para todo n € N, concluimos que (y,) é
decrescente e limitada. Logo, ela é convergente. Por fim, denote o seu limite por y.

Desta forma,
1 1
y:§y+4:>§y:4:>y:8.

(3) A funcao de Lagrange (£) é dada por

L= {Bulc) = Mlee + kpr — (1= 0)ky — f(k)]} -

As condigoes de primeira ordem sao

Btu/(ct) = )\t 9
M+ A1 =04 fl(k)] =0,
ce+kipr — (1 —0)ky = f(ky)

hm )\tkt-f—l =0.
t—o0
No tocante a caracterizacao, observe que (2) é equivalente a

A1 1
At 1—0+ f'(ki)’

ao passo que (1) implica que

Ay Bu'(ci4)

)\t - U,(Ct)
Combine as duas ultimas igualdades para concluir que
Bu'(cryr) 1

uw'(c) 1 =04 f(kiyr)

Adicionalmente, juntas (1) e (4) implicam que

thm ﬁtu'(ct)ktﬂ =0.

Dito isto, a solugao ¢ caracterizada pelas seguintes trés igualdades: (3), (5) e (6).



UFRJ Andlise Matematica para Economistas P1 2021/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questdes.

(1) Utilize o Principio da Indugao para provar que

n

> (2i-1)=n>.

i=1
(2) Sejam f: X — Y eg:Y — Z duas fungoes injetivas. Defina h : X — Z de forma
que h(z) = g(f(x)). Mostre que h também ¢é injetiva.

(3) Sejam f: X — Reg: X — R duas fungdes limitadas. Mostre que se f(x) < g(z)
para todo x € X, entao

sup f(z) < sup g() .
zeX zeX

Respostas

(1) Seja P(n) a afirmativa em andlise. Como

1

dRi-1)=1=1%

=1

P(1) é verdadeira.
Resta mostrar que [P(n) = P(n + 1)]. Assuma que P(n) se verifica e some a
expressao [2(n + 1) — 1] a ambos os lados da igualdade. Desta forma,

n

> (2i-1)

=1

+2n+1) -1 = n*+[2(n+1)—-1] =

n+1
d2i-1) = n’+2n+1=(n+1)

i=1
Logo, P(n + 1) também se verifica.

(2) Sejam x; e x5 elementos de X tais que h(z1) = h(xs). Tendo em vista a definigao de
h, podemos concluir que g(f(z1)) = g(f(x2)). Com g é injetiva, f(z1) = f(z2). Por sua
vez, o fato de que f também é injetiva implica que x; = x5. Assim sendo, h é injetiva.



(3) A defini¢do de supremo implica que

g(x) <supg(y), Vo € X .
yeX

Combine a desigualdade acima com a hipétese de que f(x) < g(x) para todo z € X

para concluir que

f(z) <supg(y), Vo € X .
yeX

Desta forma, sup,cx g(y) € uma cota superior para f. Tendo em vista que sup,cx f(7)
¢ a menor cota superior de f, concluimos entao que

sup f(z) < supg(x) .
zeX reX



UFRJ Andlise Matematica para Economistas P2 2021/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questdes.

(1) Sejam (z,) uma sequéncia de nimeros reais, ¢ um ndmero real positivo e (y,) a
sequéncia definida por y,, = ax,. Mostre que se lim(z,) = z, entdo lim(y,) = ax.

(2) Considere a sequéncia de nimeros reais definida recursivamente por z; = 80 e

1
Zpal = Zzn +12.

Prove que (z,) é convergente e calcule o seu limite.

(3) Seja (x,,) a sequéncia definida por

Mostre que lim(z,) = 0.
Respostas

(1) Seja e um nimero positivo qualquer. Como lim(z,) = z, existe um nimero natural
K (¢) tal que

£
n>KE)=|o,—z|<—-=az,—z|<e=|ar, —azr|<e= |y, —ax| <e.
a

Assim sendo, lim(y,,) = ax.

(2) Seja P(n) a afirmativa
0 < zpp1 <z, < 80.

Utilizaremos o Principio da Inducao para mostrar que ela é verdadeira para todo n € N.
Como z; = 80 e z5 = 32, P(1) é verdadeira. Agora, assuma que P(n) se verifique. Logo,

1 1 1 1
0 Jont1 S 7 S 20212 2z +12< 7z, +12 <322
12 S Zn4-2 S Zn+1 S 32=10 S Zn42 S Zn+1 S 80.

IN

Tendo em vista que P(n) é verdadeira para todo n € N, concluimos que (z,) é
decrescente e limitada. Logo, ela é convergente. Por fim, denote o seu limite por z.
Desta forma,

1 3
zzzlz+12z>zlz:12:>z:16.

1



(3) Inicialmente, observe que

Topr (12 (DT

Tn n? ()"

Como z,, >0e

podemos concluir que

lim (

Tnt1

Tn

)

1<1:>1'
= - 1m
3

1— 1+g+i
3 n  n?
1,

(xn) =0.



UFRJ Andlise Matematica para Economistas P1 2022/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questoes.

(1) Sejam f uma fungdo de X em Y e A e B dois subconjuntos de Y. Mostre que

[THAUB) C AU SH(B) .

(2) Utilize o Principio da Inducdo para provar que

=1

14+3+9+..+3" 1= 5

para todo n € N.
(3) Seja X o conjunto dado por {z € R: —5 <z < 12}. Mostre que sup X = 12.
Respostas

(1) Seja = um elemento genérico de f~'(A U B). Logo, f(z) € AU B. Assim sendo,
(i) f(x) € A ou (ii) f(z) € B. Se (i) se verifica, entdo x € f~!(A). Similarmente, se
(ii) é satisfeita, entao = € f~!(B). Como ambos f~1(A) e f~!(B) sdo subconjuntos
de f~1(A) U f~Y(B), concluimos que x pertence a esse tltimo conjunto. Desta forma,
Y AuB) C fH (AU f~YB).

(2) Seja P(n) a afirmativa em andlise. Como

31 -1

1= ,
2

P(1) é verdadeira. Resta mostrar que [P(n) = P(n + 1)]. Assuma que P(n) se verifica
e some a expressao 3" a ambos os lados da igualdade. Desta forma,

3”—1+3n_3”—1+2><3”_3”(1+2)—1
2 N 2 N 2
3n+1_1

2

14349+ ... +3" 143" =
1+34+9+...43"=

Logo, P(n + 1) também se verifica.

(3) Tendo em vista a definigdo de X, 12 é um cota superior para o referido conjunto.
Seja v um nuimero real tal que v < 12. Se v < 5, entao v < 6 € X; logo, v nao é uma
cota superior de X. Suponha agora que v > 5. Considere o nimero z, dado por

12—
2

Ty =0+



Como 12 — v > 0, podemos concluir que x, > v e, consequentemente, x, > 5. Ademais,

1
V< 12=2>0v+12<24 =204+ 12— v <24 =0+

<12 =z, < 12.

Logo, z, € X. Como x, > v, v nao é uma cota superior de X. Assim sendo, 12 é a
menor cota superior de X, o que implica que sup X = 12.



UFRJ Andlise Matemadtica para Economistas P2 2022/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questoes.

(1) Sejam (z,,) e (y,) duas sequéncias convergentes e (z,) a sequéncia definida por
Zn = Tp + Yn. Mostre que lim(z,) = lim(zx,,) + lim(y,,).

(2) Seja (x,,) a sequéncia definida por
T, = (n+2)a"

onde a € (0,1). Mostre que lim(z,) = 0.

(3) Seja (y,) a sequéncia de nimeros reais definida indutivamente por y; = 20 e

1
Yn+1 = Zlyn+3 .

Prove que (y,) é convergente e calcule o seu limite.
Respostas

(1) Denote lim(zx,) e lim(y,) por, respectivamente, x e y. Seja ¢ um nimero positivo
qualquer. A defini¢do de limite implica que existem nimeros inteiros K, (¢/2) e K,(¢/2)
tais que

n>K.(e/2) = |z, — x| <eg/2

n=Ky(e/2) = [yn —yl <e/2.
Desta forma,
n > max{K,(¢/2), K,(¢/2)} = |z, — 2| + [yn —y| <e.

Defina K (¢) = max{K,(¢/2), K,(¢/2)}. Utilize a desigualdade triangular para concluir
que
n>KE)=[(zn+y,) —(z+y)|<e=|z—(z+y) <e.

(2) Inicialmente, observe que x,, > 0 para todo n € N. Adicionalmente,

Tpy1  (n+3)a™! n43 1432
= —= a = a.
Tn, (n+2)an n+2 142

lim<1—|—§> :lim(l—l—g) =1,
n n

1

Como



podemos concluir que

. Tp+1
11m< "+>:a
Tn

Tendo em vista que a € (0,1), lim(z,,) = 0.
(3) Seja P(n) a afirmativa
0 < Yn+1 < Yn < 20.

Utilizaremos o Principio da Inducao para mostrar que ela é verdadeira para todo n € N.
Como y; =20 e yo = 8, P(1) é verdadeira. Agora, assuma que P(n) se verifique. Logo,

1 1 1 1
0 < Z?JnﬂﬁZyn§5=>3ﬁzyn+1+3§1yn+3§8=>
3 < Ynt2 S Uny1 <8 =0 < ypya2 < yptr < 20.

Tendo em vista que P(n) é verdadeira para todo n € N, a sequéncia (y,) é decrescente
e limitada. Logo, ela é convergente. Denote o seu limite por y. Desta forma,

1
yz1y+3:>4y:y+12:>3y:12:>y:4.



UFRJ Anadlise Matemadtica para Economistas P1 2023/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questoes.

(1) Utilize o Principio da Indugao para provar que, para todo n € N,

4+8+12+ .. +4n =2n(n+1).

(2) Sejam A e B dois conjuntos limitados e ndo vazios contidos em R. Mostre que

inf(AU B) = min {inf A, inf B}.

(3) Sejam f : X — Y eg:Y — Z duas fungoes sobrejetivas. Defina h : X — Z de
forma que h(z) = g(f(z)). Mostre que h também é sobrejetiva.

Respostas

(1) Seja P(n) a afirmativa em anédlise. Tendo em vista que
4=2x1(1+1),

a afirmativa P(1) estd correta. Logo, resta mostrar que [P(n) = P(n + 1)]. Assuma
que P(n) seja verdade e some 4(n + 1) a ambos os lados da igualdade. Desta forma,

4+8+12+ .. +4n+4(n+1)=2n(n+1)+4(n+1).

Como
2n(n+1)+4(n+1)=2n+4)(n+1)=2(n+2)(n+ 1),

podemos concluir que
44+8+124+ .. +4(n+1)=2(n+1)(n+2).

Assim sendo, P(n + 1) também se verifica.

(2) Para simplificar a notacgao, denote min {inf A, inf B} por c. Seja x qualquer elemento
de AUB. Sex € A, entao x > inf A > ¢; se x € B, entao x > inf B > ¢. Concluimos
entao que = > c. Logo, ¢ é uma cota inferior de A U B.

Para encerrar, é preciso mostrar que ¢ é a maior cota inferior de A U B. Sem perda
de generalidade, assuma que inf A < inf B. Seja y um nimero qualquer maior do c.
Como ¢ = inf A, entao existe s, € A tal que s, < y. Tendo em vista que s, € AU B,
concluimos que y nao é uma cota inferior de A U B. Assim sendo, ¢ é a maior cota
inferior de AU B.



(3) Solugao 1  Seja z um elemento qualquer de Z. Como g é sobrejetiva, existe § € Y
tal g(g) = z. De forma similar, o fato de f ser sobrejetiva implica que existe = € X tal
f(z) = y. Podemos entao concluir que z = ¢(f(Z)) = h(Z); ou seja, existe T € X tal
h(Z) = z. Assim sendo, h é sobrejetiva.

Solugao 2 Inicialmente, observe que h(X) = g(f(X)). O fato de que f é sobrejetiva
implica que f(X) =Y. Logo, h(X) = g(Y). Porém, g também é sobrejetiva; desta
forma, g(Y) = Z. Podemos entao concluir que h(X) = Z. Esta tltima igualdade
implica que a fungao h é sobrejetiva.



UFRJ Anadlise Matemadtica para Economistas P2 2023/0
Professor Alexandre B. Cunha
Resolva 2 (duas) das 3 (trés) questdes.

(1) Considere a sequéncia de nimeros reais definida por x,, = 2/(n+ 1). Prove que (z,,)
é uma sequéncia de Cauchy utilizando a definicao desse conceito.

(2) Seja (y,) uma sequéncia de nimeros reais. Mostre que se (y,,) é convergente, entao
ela ¢ limitada.

(3) Considere a sequéncia de nimeros reais definida recursivamente por z; = 6 e

24l = §Zn+§ .

Prove que (z,) é convergente e calcule o seu limite.

Respostas

1) Solugao 1 Seja H(e) um nimero natural maior que 2/e. Observe que se m > n >
H(e), entao

2 2 2
n>-=n+1>-= <e=0<

— <e=|r,—Tnl <e€.
€ € n+1 n+1 m+1 ’ |

Solugao 2 Seja H(e) um nimero natural maior que 4/¢. Observe que

3

< =
n+1 2

4 4
nzH(g):>n>g:>n+1>g:>

<&
n+1 2

De forma similar,
2 €

> H = <
m = H(e) m+1|°2

Assim sendo, se n > H(g) e m > H(e), entao

2 2
n+1 m+1

|xn_mm| — = E.

E

QH_z

€
<_
n—|—1+ ‘ 2jL

3
2
(2) Denote o limite de (y,) por y. Logo, existe um niimero natural K tal que se n > K,
entao |y, —y| < 1. Como

Yo =y < 1= |y —yl + 1yl <1+ |yl = |yn| <1+ y|,

1



sabemos que |y,| < 1+ |y| para todo n > K. Defina M de acordo com
M = maX{|y1‘7 |y2‘7 e |yK*1‘> 1+ |y|} :

Por fim, observe que |y,| < M para todo n € N.

(3) Seja P(n) a afirmativa
0 < zny1 < 2, <6.

Utilizaremos o Principio da Inducao para mostrar que ela é verdadeira para todo n € N.
Como z; = 6 e 2o = 8/3, P(1) ¢ verdadeira. Agora, assuma que P(n) se verifique. Logo,

0 < 1 <1 <2:>2<1 +2<1 Jr2<2+2:>
~Zn I 7P - S T2n - S -2n P o

= 37t =3 337" T3-3 3 3

2 2

g S Zn+2SZn+1§2+§:>0§Zn+2§2n+1g6-

Tendo em vista que P(n) é verdadeira para todo n € N, a sequéncia (z,) é decrescente
e limitada. Logo, ela é convergente. Denote o seu limite por z. Desta forma,
1

2
z:§z+§:>3z:z+2:>2z:2:>z:1.



